
w . » V .
» '^.'^

1Ï •.

y >f- ;"N, ; > i^:?;^^^':

,Jk'*- .

' ^vi.

.'"'f> .

N**'-









Digitized by the Internet Archive

in 2010 with funding from

University of Ottawa

http://www.archive.org/details/s2journaldemat15liou





JOURNAL
DE

MATHÉMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉES.



PARIS. IHFRIUERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHKHER

,

rue de Seine-Saint-Germain, lo, près l'Institut.



JOURNAL
DE

MATHÉMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉES,

RECIËIL ItlENSlËL
DE MÉMOIRES SUR LES DIVERSES PARTIES DES MATHÉMATIQUES;

•ÎMe

PAR JOSEPH LIOIVILLE,
MKMBRF. DE l'aCADI^MIE DES SCIENCES ET DC BCREAU DES LONGITUDES,

PROFESSEUR AU COLLÈGE DE FRANCE.

DEUX1E»1E SERIE. - T09IE XV. - ANIVEE 1870.

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS , IMPRIMEUR-LIBRAiRE

DE l'École polytechnique, du bureau des longitudes,

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,

Quai des Augnstins, n'^ 55.

1870



I

tJô"

Q



*M\VX'Vrt^V%^(*WVV\VSViV\\*<\VWV\XVV\\WV»'VvWW*»(V*VWV\'V»,V *W^WW*V\%WW A\iW\V\vWvV\V\'V*'WfVWvWvVVVWW\i,VVvWV\'VVWV

TABLE DES MATIÈRES.

DEUXIEME SERIE. - TOME XV.

9

PaKes

.

Note sur les singularités élevées des courbes planes (seconde partiel; par M. de

la Gournerie I

Extrait d'une Lettre adressée à M. Besge; par M. /. LwuvUle
7

Mémoire sur l'accélération séculaire du mouvement de la Lune; par M. V. Pui-

seu.r

Sur la généralisation du premier et second potentiel; par M. Emile Mathieu. . 117

Extrait d'une Lettre adressée à M. V.-A. Le Besgue; par M. J. Liouville. ... i33

Étude sur la mécanique des atomes ; par M. Félix Lucas iSt

Sur un problème de géométrie relatif aux courbes gauches du quatrième ordre;

par M. Laguerre iq3

Sur la décomposition d'un nombre entier en une somme de deux cubes ration-

nels; par le P. Pépin 217

Rapport à l'Académie des Sciences sur un Mémoire de M. Maurice Levy, pré-

senté le 3 juin 1867, reproduit le 21 juin 1869 et intitulé : Essai sur une

théorie rationnelle de l'équilibre des terres fraîchement remuées, et ses ap-

plications au calcul de la stabilité des murs de soutènement
; par MM. Combes,

Serret, Bonnet, Phillips, de Saint-Venant rapporteur 237

Sur une détermination rationnelle, par approximation, de la poussée qu'exercent

les terres dépourvues de cohésion, contre un mur ayant une inclinaison quel-

conque; par M. de Saint-Venant aSo

Note sur les quadricuspidales; par M. rfe /« Gournerie 264

Intégration de l'équation différentielle qui peut donner une deuxième approxi-

mation, dans le calcul rationnel de la poussée exercée contre un mur par des

terres dépourvues de cohésion; par Al. /. Boussinesq 267



V. TABLE DES MATIERES.
Papes

Recherche ti une deuxième approximation dans le calcul rationnel de la poussée

exercée, contre un mur dont la face postérieure a une inclinaison quelconque,

par des terres non cohérentes dont la surface supérieure s'élève en un talus

plan quelconque à partir du haut de cette face du mur; par M. de Saint-

f'enant 27 i

Mémoire sur le déplacement des figures; par M. C^ar/ei fimic 281

Étude sur le mouvement des meules horizontales de moulins à blé, et méthode

pour les équilibrer; par M. Yvon Villarceau 3l5

Tables des matières contenues dans les quinze premiers volumes; suivies d'une

Table générale par noms d'auteurs. (Années i856, iSSt, iSSS, i85g, 1860,

1861, 1862, i863. 1864, i865, 1866, 1867, i868, 1869 et 1870.) 373



JOURNAL
DE

MATHÉMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉES.

NOTE
Sl'R

LES SLNGULARITÉS ÉLEVÉES DES COURBES PLANESp];

Par m de la GOURIVERIE

SECONDE PARTIE

Four compléter l'exposition du mode de discussion que je propose,

je vais en faire l'application à trois courbes. Je rappelle que j'ai pris

poin- coordonnées l'abscisse x et le rapport u de l'ordonnée à l'abscisse.

1. Je considère en premier lieu la courbe du trente-deuxième ordre

représentée par l'équation

{a)
1U^' -H «'^ï' + Ji" — u''-X 4- là x"

On voit immédiatement qu'elle possède à l'origine un point multiple

de l'ordre i5, et que treize des quinze branches sont tangentes à l'axe

des abscisses.

A. Lorsque x est infiniment petit, les valeurs de u pour ces treize

[*] Voir première Partie, t. XIV {2" série), p. 425.

Tduie XV (2» scrii). — jAiiviEit 1S70, '



2 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

Ijranclies sont infiniment petites. De quelques ordres qu'elles soient

par rapport à x, les trois premiers termes disparaissent devant le qua-

trième, u^x^ devant irx^ et .r'^ devant a?". Nous pouvons donc né-

gliger cinq termes dans la recherche des grandeurs principales «,, et

ne considérer qu'un polynôme pouvant être ordonné suivant les puis-

sances croissantes de jr et les puissances décroissantes de u

(*) X-

B. Je cherche d'abord les valeurs de « de l'ordre le moins élevé.

Je dois en trouver treize, parmi lesquelles les valeurs des ordres supé-

rieurs figureront comme nulles. Le terme u'-^ entre donc dans l'équa-

tion qui donnera la première branche. Je suppose successivement que

chaciui des autres termes du polynôme [b) soit réuni à m", et je vois

l'ordre qui en résulte pour h. On obtient le plus faible lorsqu'on pose

u'^ -+- u^x' = o. Nous avons donc

n^[u^ -i- .r') = o;

n possède par conséquent quatre valcius de l'ordre f , et neuf d'or-

dres plus élevés. Les premières déterminent une branche ayant un

rebroussement de première espèce, avec un point quadruple et un

layon de courbure nul.

C. L'équation qui donne la seconde branche ne peut pas contenir

des puissances de u supérieures à la neuvième, et renferme nécessai-

rement le terme n^.v". On trouve n''x^-^ M-a°= o, d'où

u-x^[n' + x') = o.

Des neuf valeurs supérieures à f , sept sont de l'ordre f et deux

d'ordres plus élevés. Le facteur x^ indique que les branches, dans les-

quelles les valeurs de u sont d'ordres inférieurs à -5, possèdent sur

l'axe des abscisses trois points coïncidant avec l'origine des coordon-

nées, indépendamment de ceux qui forment la nudtiplicité de ce point

siuguliei'.

La branche (M'-t-x") se décompose en sept branches partielles

dont six sont imaginaires et une réelle. Les rayons de courbure de

tontes ces branches changent de signe à l'origine en passant par zéro.
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n. J'ai eiisuilo u'-x''— iiut'° + u" = o, d'où

x^{ii — xY = o.

u avant tletix valeurs égales, je dois avoir égard aux fermes qui, dans

l'équation générale {a), sont de l'ordre iinniédialement supérieur à

celui des termes de l'équation que je viens d'écrire, en considér.mt it

comme du premier ordre. Je trouve

x^{u — xY-+- it^a^ — iH^x^ = o.

Je remplacée u hors de la parentliése par sa valeur principale .v, rt

j'ai l'équatiou

u = a: ± \'x'\

qui caractérise un rebroussement de seconde espèce.

E. Je vais maintenant m'occuper des branches qui ne touchent pas

l'axe des abscisses.

Lorsqu'on suppose x infiniment petit et u fini, l'équation [a] se

réduit à

ii'^n - i)-=o.

La valeur i de H donne seulement l'inclinaison de la tangente des

branches. Pour connaître leur nature, il faut introduire les termes

dont l'ordre est immédiatement supérieur k celui des termes qui ont

été conservés. La partie nouvelle ainsi ajoutée à l'équation est divi-

sible par {u — i). En oiîéraut comme il est dit au n° 5 de la première

Partie de cette Note, on est conduit à rechercher les valeurs infini-

ment petites de (m — i) données par l'équation

n\^{u — i)^+ u\-x(u — i) + rt^^x^ = o,

dans laquelle u, est égal à l'unité. On trouve

Il — I -u :r = o et u — i + .r- = o.

Nous avons deux branches simples tangentes l'une à l'autre. Le

rayon de courbure de la première est égal à la racine carrée de 2; la

seconde présente une inflexion.

I .
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2. Pour seconde application, je prendrai l'équation

n'^ — «":r'-H u^" x' — u^x" — n^x^ -h nx'' — 3jr" = o.

Eu raisonnant comme à l'article précédent, on trouve que les va

leurs principales de u sont données par les équations

^f ( ?r' — jc' j- («'-+- a ^
) = o,

x°(/< — 3x-) = o.

I.es termes de la première doivent être considérés comme étant de

l'ordre 9 |. Pour étudier la singularité déterminée par les deux valeurs

de lâ dont les grandeurs principales sont égales à j:% je dois avoir

égard aux termes de l'ordre immédiatement supérieur qui est le on-

zième. J'ai

u[u'' - x^f[n^-^ x')H- w'^x'- lâx"" - 3a" = o,

d'où

ii\ = x^, n^=x^±\/ —
, t

'

' '

y "1 ("1 "*" -^

Eu égard à la valeur de n^, les termes du numérateur sous le radical

ne diffèrent que par leurs coefficients; on peut les réduire à un seul,

?ni\x*. Les deux termes du dénominateur donnent de la même ma-

nière 211^ x', et on a

S^/\n\x\

Ou |)eut remplacer le produit n\.i^ par n\x-. Les exposants île u^

et de X sous le radical ne sont donc pas complètement déterminés,

mais l'un d'eux est nécessairement pair et l'antre impair.

f^a singularité consiste en un rebroussement de seconde espèce.

On déduit de la valeur trouvée pour u^

3 / î xX _L

\5o>
X ^z\-—\- X 11:

.
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L'abscisse étant infiniment petite du premier ordre, l'ordonnée est

de l'ordre |, et la différence des ordonnées pour les deux branches

de l'ordre fj.

Je ne m'arrête pas aux particularités des branches caractérisées par

les équations n^ -\-
x-' = o et u — 3.x- = o, parce qu'elles ne pré-

sentent aucun intérêt particulier.

5. Je vais maintenant montrer par un exemple que la méthode

s'applique sans difficidté au cas où le point multiple est à l'infini.

Jusqu'à présent j'ai pris poiu' variables x et •-' parce que la discus-

sion roule sur les nombres p et q qui sont les exposants de ces quan-

tités. Cette considération a peu d'importance dans l'étude d'une

courbe déterminée. Connue d'ailleurs je n'aurai pas à me servn- de

formules précédemment établies, j'emploierai les coordoiuiées ordi-

naires X et J
La courbe représentée par l'équation

(a) x=»J» - x" r" -f-
x" -r X'j'' - 2Xj"^j''- - o

possède deux points multi|)!es à l'infini : l'un du dix-septième ordi-e

sur l'axe des ordonnées, l'antre du huitième sur celui des abscisses.

Je me propose de déterminer les singularités des branches qui passent

par le premier de ces points.

A. Si l'on suppose que x et j' croissent indéfiniment, on recon-

naît, en raisonnant comme je l'ai fait au n° 1 A, que quatre des

termes disparaissent devant les trois autres, et que l'équation se

réduit à

.r==,'_ x"j"-h- x-j'''^: o.

J^es termes ont deux facteurs communs' x- et j '. Le premier corres-

pond à des branches infinies dont les asymptotes sont parallèles à

l'axe des ordonnées; le second à des branches dont les asymptotes

sont parallèles à Taxe des abscisses.

Je supprime ces facleius, et j'ai pour ro|)ré.seuter les branches dans
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lesquelles les coordonnées sont l'une et Tautre infinies l'équation

[h) .T-^- jc'j' +j' = o.

On en déduit les deux équations caractéristiques

x' ' — __^-' z= o, jc'' —y" = o.

La branche qui correspond à la première a un rebroussement de

première espèce avec un point octuple sur l'.ixe des ordonnées. La

droite de l'infini est la tangente de rebroussement; elle possède sur

la courbe trois points indépendamment de ceux qui forment la mul-

tiplicité de ce point singulier.

La branche caractérisée par la seconde équation possède sur l'axe

des ordonnées un point septuple; elle traverse la droite de l'infini qui

est sa tangente, et elle a en commun avec cette ligne deux points eu

outre de ceux qui forment la multiplicité du point singulier.

B. Il faut actuellement rechercher les équations caractéristiques

des branches pour lesquelles l'ordonnée est infinie et l'abscisse finie

ou de degré zéro. En ne conservant que les termes qui, dans ces

hypothèses, sont de l'ordre le plus élevé, on a

j'3(.r- 1)-= o.

La branche n'est pas suffisamment caractérisée par l'équation

(jc — i)"= o. J'introduis en conséquence les termes qui dans l'équa-

tion sont de l'ordre immédiatement inférieur à celui des termes con-

servés, et j'ai

XJ^'^i^X — i)* — }-".t" = o,

j: = I ± -.
y

Dans cette équation, on doit regarder ; connue infiniment grand;

en d'autres termes, la courbe y''{x — i)'^— i = o possède, au point

situé à l'infini sur l'axe des ordonnées, la même singularité que la

branche considérée.
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Extrait d'une Lettre adressée à M. Besge;

Pak m. J. LIOLMLLE.

« ... Je veux vous parler celle fois de l'intégrale

A =:= / /(.T H— ] arc lang.j:- —

que je r.imène à celle-ci :

ou bien encore à celle-ci :

que l'on rattache immédiatement à la précédente. La fonclioii dési-

gnée par j est quelconque, sous la condiliou nalin-elienieut sous-

entendue que chacune des trois intégrales

A, B, C,

dont il s'agit, ait une valeur finie et un sens précis.

On |irouve en effet tout d'abord, et très-facilement, que

B= aC.

Puis, d'un autre côté, on démontre que

A = yB.
4



8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

>i En d aiities termes, on a l'équation

que je crois nouvelle, et que vous trouverez peut-être digne d'attirer

IU1 moment votre attention. »
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Mémoire sur l'accélération séculaire du mouvement

de la Lune
[

*
] ;

Pau m. y. PtUSEUX,
Membre du Bureau des I.un^'iludcs.

Si le moyen mouvement de la Lune était luiiforme, l'expression de

la longitude moyenne de cet astre en fonction du temps serait de la

forme A + B/, A et B désignant des nondjres constants. Mais ou sait

au contraire que ce mouvement s'accélère actuellement de siècle en

siècle, en sorte que lexpression précédente doit élre complétée par

un terme de la forme Ci", C désignant un nondjre qui peut lui-même

être variable avec le temps et que nous appellerons le coefficient de

raccélération séculaire.

Supposons le temj)s exprimé en siècles de cent années jtdiennes

et compté à partir de l'époque actuelle, du i*"' janvier i<S5o, |)ar

exemple; on trouve que pour rendre compte de (juelques éclipses

observées dans l'antiquité, il faut attribuer au coefficient C une valeur

de 12" environ pour les époques qui précèdent la nôtre de vingt et

quelques siècles.

Eapiace, en clierchant l'explication théorique de ce fait, a trouvé que

la diminution de l'excentricité de l'orbite de la Terre, causée par les

actions perturbatrices des autres planètes, devait accélérer en effet le

mouvement de notre satellite; mais comme le coefficient de l'accéléra-

tion séculaire, conclu de cette seule considération et calcidé d'ailleurs

avec toute l'exactitude nécessaiie [**], n'est guère que la moitié de

[*] Cet article est extrait (l'un travail plus étendu dont l'Académie des Sciences a

ordonne l'impression dans les Mcmoirts des Stivaritf étrangers. Plusieurs dévelijppe-

inents de calcul ont dû naturellement être supprimés ici.

[**] Une première approximation avait donné à Laplace une valeur do ce coefficient

voisine de lo". Les calculs plus complets de i\IiM. Adams et Delaunay ont montre

<pie cette valeur devait être réduite à 6",l.

Tome XV ( v' série). — Janvif.r 1870. 2
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ceiui ([iii parnît résuller des anciennes éclipses,on a été conduit à attri-

Inicrccdi'saccord à quelque inflience dont on n'aurait pas tenu compte

jusqu'à présent. C'est ainsi que l'attraction exercée sur la Liuie par

le bounelet liquiiie que les marées soulèvent à la surface des océans a

été signalée comme pouvant à la longue accélérer le mouvement de

cet astre, en même lem|)s que l'action réciproque de la Lune sur ce

hoiu'ielet altérerait la constance du jour sidéral. Mais avant d'intro-

duire dans la théorie de la Lune un effet de ce genre, dont le calcul

rigoureux parait bien ilillîcile dans l'étal actuel de la science, il m'a

semi)lé qu'd convenait de ne négliger aucun terme sensible |)armi

ceux que fournit la théorie ordinaire, dans laquelle on n'a pas égartl

au changement de forme de la partie liquide de la Terre. En me pla-

çant à ce point de vue, je me suis demandé s'il était bien démontré

que le déplacement séculaire tlu plan de l'orbite terrestre n'eût aucune

influence sur l'accélération du mouvement de la T^une.

Laplace, Poisson, Plana ont admis que le plan de l'orbite huiaire

se déplace en même temps que celui de l'orbite terrestre, de manière

que l'inclinjiison mutuelle de ces deux plans conserve une valeur

moyenne constante, et ils en ont conclu qu'on pouvait, dans la théorie

de la Lune, considérer le plan de l'éclijîtique comme un plan fixe.

Ils ont pris ce plan poiu' un des plans coordonnés, et rex[)ression de

la longitude de la Lune à laquelle ils ont été conduits s'est trouvée

nécessairement indépendante au déplacement de l'écliptique.

Mais les illusties auteurs que je \ ions de nonuuer ne sont arrivés à

ce résultat qu'en se contentant d'iuie approximation limitée relative-

ment à l'inclinaison © de l'orbite lunaire, aux excentricités e et e' des

orbites de la Lune et du Soleil et au rapport — de leurs demi-grands

axes; on peut se demander si les mêmes conclusions subsistent en-

core, lorsqu'on tient compte de puissances plus élevées de ces petites

quantités.

On aperçoit aisément que si l'on rapporte le mouvement de la Lune

à des plans invariables dont l'un soit la position île l'écliptique à

l'époque prise poiu- origine du tenqjs, il s'introduit, dans l'expression

de la dérivée de la longitude, des termes proportionnels au carré de

l'inclinaison s' du |ilan de l'écliptique mobile. Au degré il'approxima-
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tioii ou se sont anèlcs les géomètres déjà cités, ces termes se détrui-

sent; mais admettons qu'il n'en soit plus ainsi lorsqu'on pousse plus

loin l'approximation, et soit Cf'^ la somme des termes de ce genre :

il en ri'siiltera, dans la longitude même de la Lune, la partie cf'i'''-(ff.

Pendant un temps considérable, on peut regarder l'inclinaison ç>'

comme proportionnelle au temps et poseï" (p'=a/; la partie de la

longitude dont il s'agit sera donc ^ cou'' l^ et croîtra comme le cube c\u

temps. Un pareil terme pourrait être insensible pendant un certain

nombre de siècles avant et après l'époque actuelle, mais acquérir une

valeur appréciable aux époques éloignées, telles que celles des an-

ciennes éclipses. 11 aurait alors poiu" effet de modifier le coefficient

de l'accélération qui conviendrait à ces temps reculés; car, en l'ajou-

tant an terme c, t' qui résulte de la dimiiuition de l'excentricité de

l'orbite terrestre, on obtient une somme de la forme (c, -l- cl)t'^^ dans

laquelle t"^ est multiplié par une quantité variable avec le temps. Il

importe donc, pour la comparaison des éclipses hi!>tori(|ues avec la

théorie, de s'assurer s'il existe dans l'expression de la longitude de la

Lune des tei'ines proportionnels à une puissance du temps supérieure

à la seconde et d'en déterminer la grandeur.

L'examen de cette question est l'objet du présent Mémoire; je le

divise en trois Sections. Dans la première, je reproduis, sauf (pielcpie

changement dans la forme, laualjse de Poisson, et je conclus, connue

lui, qu'au degré d'ajiproximation dont il s'est contenté, le déplacement

du plan de l'écliptique n'influe pas sur l'accélération du mouvement

de la Lune. Dans les deux autres Sections, je re|iren(ls le problème

en poussant plus loin l'approximation relativement aux quantités

y, e, e', — • Mais alors se présente une difficulté qui tient au déplace-

ment rapide du nœud de l'orbite lunaire.

Dans les théoi'ies des planètes et de la Lune, il y a deux sortes

d'approximations à considérer : l'une est ordonnée suivant les puis-

sances des excentricités, des inclinaisons et du ra|îport des grands

axes des orbites; l'autre suivant les puissances de la force perturba-

trice. Ne nous occupons en ce moment cpie de la dernière. Quand
il s'agit des planètes, la méthode qu'on suit ordinairement consiste à

2..
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regarder d'abord les éléments ellipliques comme constants dans les

expressions de leurs dérivées; l'intégration fournit alors des valeurs

des éléments où tes erreurs sont de l'ordre du carré de la force per-

turbatrice; puis, à l'aide de ces valeurs approchées, on en forme de

])lus exactes où les erreurs sont de l'ordre du cube de la force pertur-

batrice, et ainsi de suite. Voici maintenant ce qui arriverait si l'on

appHquait à la question qui nous occupe cette méthode d'approxima-

tions successives.

Nommons n et n' les vitesses anguhiires moyennes de la Lune et du

Soleil autour de la Terre. La fraction —- caractérise, dans la théorie

de la Lune, l'ordre de grandeur de la force perturbatrice, et, pour que

les approximations successives fussent réellement convergentes, il fau-

drait que les parties des éléments fournies par chacune d'elles coii-

tinssent le facteur -r une fois de plus que les parties fournies par

l'approximation précédente. Or c'est ce qui n'a pas lieu pour les par-

ties de la longitude de la Lune proportionnelles à ff''dt.

En effet, il y a d'abord dans la fonction perturbatrice R un terme

non périodique de la forme Ji'-Ko'-, K étant de l'ordre zéro relative-

ment à la force perturbatrice ; il en résulte à la première approximation,

dans l'expression de la longitude, une partie de la forme — Kf'/'-dt.

Mais Q et Ô' désignant les longitudes des nœuds ascendants de l'orbite

lunaire et do l'écliptique, il y a au^si dans R un terme de la forme

«'-Kîp' cos(5 — 9'); U en résulte dans la dérivée, par rapport au temps

de chaque élément de la Lune, une partie de la l'orme— Rç' (6 —0').

On a d'ailleurs à pou près

S = const. — 7 — t;
4 «

si donc on intégre, en traitant comme des constantes les quantités 9'

II''

et 6' qui varient très-lentement, on voit que le facteur — disparaîtra

et que l'élément considéré contiendra une partie de la forme

Ks>'^"\0 -6').
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Lorsque ensuite on voudra passer à la seconde approximation, d

faudra, dans les dérivées des éléments, augmenter ceux-ci des iné-

galités fournies par la première approximation. Or quand, dans une
//' sin

expression île la forme — K.y' [0 — 0'), on augmente les éléments

qui y figurent de quantités qui sont elles-mêmes de la forme

K'y . (5 — 5'), il en résulte des termes non périodiques de la forme

n"— K.(p'^. La seconde approximation amènera donc, dans la dérivée de

la longitude, des parties de cette dernière forme, et par suite, dans la

longitude elle-même, des termes de la forme— K.f(p''^dt, c'est-à-dire

du même ordre de grandeur que ceux qu'avait fournis la première

approximation. En poursuivant ce raisonnement, on voit (pi'il en

serait de même des approximations suivantes. La méthode des ap-

proximations successives, telle qu'on la pratique dans la théorie des

planètes, donnerait donc le coefficient de fcp'-d/ dans la longitude de

la Lune sons la forme d'une série non convergente, et par conséquent

elle doit cire rejetée.

l^our éviter cette difficulté, j'emprunte à M. Delaunay [*] l'idée

qui sert de base à sa théorie de la Lune, et qui consiste à intégrer les

équations du mouvement de cet astre en réduisant d'abord la fonc-

tion R à sa partie non |)ériodique accompagnée seulement du terme

périodique relatif à un certain argument.

Dans le cas actuel, je joins à la partie non périodique les dauK

termes dont les arguments sont 6 — S' et 20 — 7.0'. Il est inutile d'avoir

égard à ceux qui ont pour arguments des nudiiples plus élevés de

5 — 6'; car les parties non périodiques (jui pourraient en résulter dans

la dérivée de la longitude de la Lime renfermeraient le facteur (p'* au

moins et seraient certainement négligeables dans les limites des temps

historiques.

[*] Dans la partie de sa Théorie de la Lune qu'il a publiée, M. Delaunay fait abstrac-

tion (les rhangements qu'éprouvent les cléments de l'orbite du Soleil. Il suppose donc

provisoirement ^'= o et ajourne le calcul qui nous occupe ici des effets dus au dé-

placement du plan de l'écliptique.
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La toiiction perturbatrice étant .linsi réduite, on peut intégrer, non

plus seulement par approxiinalion, mais rigoureusement. Pour avoir

égard ensuite aux termes de la fonction pertin-batrice qu'on ;i laissés

de côté, il faudra regarder les constantes introduites par riutégration

comme de nouvelles variables; mais alors les dérivées de ces variables

ne contiendront plus de termes dépendants des arguments 5 — $',

26 — 29', ou du moins ne renfermeront de pareils termes qu'avec

des coefticieuls du second ordre, et la méthode des approximations

successives deviendra applicable.

Nommons R, ce que devient R quand on y supprime tous les terme s

périodiques autres que ceux qui ont 6 — 0' et 26 — 2 5' pour argu-

ments, [/intégration des équations auxquelles se réduisent les équa-

tions tlifférentielles du mouvement de la Lune, quand on remplace R
|)ar R|, est l'objet de la seconde section du Mémoire, et elle nie con-

duit, entre autres conclusions, à celle-ci :

La fonction perturbatrice étant supposée réduite à sa partie R,, si

la longitude de la Lune contenait un terme en f'^'-clt et qu'on le repré-

sentât par — \\Jo''-dt, le coefficient K serait une fonction de ç, e. e',

\/ — du liiiitiéme degré au moins par rapport à ces petites quantités.

Il suit de là qu'en supposant toujours la fonction R réduite à R,,

la longitude de la Lune ne contient pas de terme proportionnel au

cube du temps qui soit sensible; il reste à voir si les parties de R
qu'on a d'abord laissées de côté n'en introduisent pas. Cette recherche,

plus laborieuse que la précédente, est l'objet de la troisième section;

j'y fais voir que les divers termes de la partie R — R, de la fonction R
uitroduisent dans la longitude moyenne, à l,i seconde approximation,

des tern)es en i\ en l^ et en t' qui proviennent du déplacement de

l'écliptique. Mais les termes en i' se détruisent deux à deux et leiu'

somme est nulle; d'un autre côté, la somme des termes en t- peut être

regardée comme insensible. Reste donc la somme des termes en t^ :

elle n'est pas nulle, et on peut la considérer, ainsi qu'd a été dit plus

haut, comme modifiant le coefficient de l'accélération aux époques

très-éloignées de la nôtre. Toutefois, si l'on en calcule la valeur nu-

mérique, on trouve que, pour ré|)oque des éclipses le plus ancienne-
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meiil observées, les termes en question ont pour effet de diminuer le

coelficient de l'accélération sécidaire d'une quantité s'élevant à peine

à j^ de seconde. Comme ces éclipses |)araissent exiger au contraire

que ce coefficient soit augmenté e! qu'il le soit de plusieurs secondes,

on voit que ce n'est pas dans le fait du déplacement du plan de l'orbite

terrestre qu'on peut trouver l'explication du désaccord cpii send^le

exister entre la théorie et les observations.

Doit-on clierclier à faire disparaître ce désaccord par une inter-

prétation nouvelle des documents historiques lelatifs aux anciennes

éclipses, ou f:uit-il lui assigner pour cause l'attraction nuituelle de la

l^uue et du ménisque soulevé par les marées à la snrfice de notre

globe? C'est ce que je n'entreprendrai pas d'examiner ici. Mais avant

de s'engager dans l'une ou l'autre de ces deux voies, il iuqjortait, ce

me semble, d'avoir vidé la question qui fait l'objet du présent Mémoire.

.\ ce point de vue, la conclusion de mes recherches, bien que négative,

ne paraîtra peut-être pas entièrement dépourvue d'intérêt.

PREMIKIIE SECTION.

Soient M la masse de la Terre, m celle de la Lune, m' celle du Soleil
;

a et a' les denii-graïuis axes des orbites que la Lune et le Soleil dé-

crivent autour de la Terre, e et e' les excentricités de ces orbites,

//et //' les vitesses angulaires moyennes des mouvements elliptiques

qui sont à l'époque / ceux des deux astres; <p et y' les inclinaisons des

plans des orbites sur le plan fixe avec lequel coïncidait l'écliptique à

l'époque t = o; d el 6' les longitudes des nœuds ascendants; rs et ro'

les longitudes des périgées; X et X' les longitudes moyennes de la Uune
el du Soleil à l'éjjoque t — o; l et Z' les longitudes moyennes des

mêmes astres à l'époque t, en sorte (pi'on ait

di -\- }.'.

Lorsqu'on cherche les inégalités séculaires du mouvement de la

Lune, on peut, sans grande erreur, omettre dans la fonction perturba-

trice R les termes périodiques dont les arguments renferment les lon-

gitudes moyennes de la Lune et du Soleil et dont les périodes, par

conséquent, sont comparables au mois ou à l'année. Si, de plus, on
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néglige les produitsdequatre dimensions des quantités e, e', y, <p', \/ —,<

on trouve pour la fonction R l'expression suivante :

où £ désigne la fraction très-voisine de l'unité
îl

A ce degré d'approximation, les formules qui donnent les dérivées

des éléments elliptiques du mouvement de la Lune, savoir :

?

(i-D I dK ""^ïï /r/R dK
'/' na'\J\— c' sin y

''" ««• y i — <-•'- \
'''^

-Vd\)

d') 1 rfR
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Pour intégrer les deux premières, nous ferons

(p!i\nO = .x, fcosô=j, f'
sUiO'— jc', (p' cosO'= j'

;

elles nous lionnei'ont

fl-c
, flv

-^ = - uy -4- aj , -=.ax- rj.x',

où l'on a posé, pour abréger,

3 «"c
7 — a..

Négligeons d'abord les termes en x' et en ) '; nous concltnons de ces

équations

X = Acosa/ — Bsina^, j = A sina/ -f- Bcosa^,

A et B étant des constantes arbitraires. Si maintenant- nous voulons
tenir compte des termes en x' et en f , nous devrons, dans les valeurs

précédentes de x et de j-, regarder A et B, non plus comme des con-
stantes, mais comme des fonctions inconnues de t qui devront satis-

faire aux écpiations suivantes :

11 en résidle, en appelant A^ et B„ deux constantes,

A = Ao — ccfx' sinatcit -+- ujy' cosutdt,

B = B„ — afx'cosxttfi — v.fj' shixtdt.

Or on a, en intégrant par partie,

'-^sinaidl,

ou sensiblement, à cause de la lenteur avec laquelle x' varie,

7.fx' smatdt = — x'cosc./,

Tome XV (2' série). — Janvier 1870. 3
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ot pareillement
rj.j.v' cos yA (Il = .*

' siiia/,

c/.Jj' s\ny.t(lt =^ — y' cnsat,

aj y' cof,rj.t (l( = ;'sina<.

( )ii CM coiiclul

A = A„ -f- .x-'cos«t H- )'sina/, I! = B„ — x' 9,\\\c/.l \- j' cosat,

et p.TT conséquent

jc = A „ cos a/? -- B„siii a/ f- .r', y = A„sina< -\- 15„cos c. / t-
j'-

Couinie Jt^' et^'' saiinulenl avec /, on voit (jue A„ et fî„ sont les va-

leurs initiales de x et fie 7", en sorte que, si l'on représente par ç.,, et 6^

celles de o et de 5, on auia

A„ = 'i„sill5„, 15,, = (D^,CO^0^,.

Les fornudes précédenlcs |)('uvent donc s'écrire

©sin5 — 'i„sin f5,, — a/) -f- o'sin î'. '^cos5 —- çp„cos(5„ — a/) H- o'cosî',

et, en ajoutant les carrés de ces deux équations, on trouve

!p" = 9,', -h 2'j3p'yCOs(5,, — rjj ^- 0') + -y'-.

T.es ((uantilés ç' et 5' variant avec le temps, ou voit que l'inclinai-

son 05 de l'orbite lunaire sur le plan fixe n'est pas constante. Mais si

l'on nomme / l'inclinaison delà même orbite sin- le plan de l'écliptique

mobile, on aiu'a

cos/ := cos'^cos©' -1- sin ç5sin(p'cos(_(5 — 5'),

ou bien, en négligeant les [irodiiits de quatre dimensions de /, o, 9',

/- = S' H- (l)'' — 2(2 2)' COS (6 — 5'

=: (œsinJ — ç/'sin5'y- ^- (ocos5 - '>'cos5')'^ = «p,-,.

On voit que l'angle / se réduit à la constante (p„ : ainsi, an degré

d'approximation dont nous nous sommes contentés, le plan de l'éclip-
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tique el celui de l'oibile lunaire se déplacenl siniultanénieiit, de façon

que leur iucliiuiison uiutuellc roste constante.

Formons à présent la (léri\ée de la longitude niovfuni' /. On a

,11 ,i;

lit (It

si, dans la \alt'ui' de , éciite ci-dessus, ou leninlace &"' par

9i; -H 2tp5y'cos(5„ r/l ~ 0') -4- ç»'-

et (pç)'cos(6 — 6') par

'f„ç'cos(5„ - c/.t - 0') -h Ci'-,

on trouvera cpie les termes en ip'- se détruisent, el il viendra

Nous avons donc

fi/ II' i ti •. Q ) 3 ,„ 3 , ,, , -,. I

Si la valeur de y était constante, la longitude moyenne de la Lune

croîtrait proportionnellement an temps, et il n'y aurait aucune accé-

lération dans le mouvement de cet astre. Or les équations

(/r (la- = o, -=.0,

trouvées ci-dessus, montrent que c et (t sont des constantes, et il en

est de même de «, qui est lié avec a par l'équation

"-V^^
où /désigne la constante tle l'attraction. Les quantités ç;„ et (i^, sont

aussi des constantes par définition; mais e'
, f' et 5' varient à cause des

actions perturbatrices des autres planètes sur la Terre. La longitude

moyenne de la Lune contiendra donc une partie non proportionnelle

3 .
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an temps, savoir :

'^-^
\ e- dt — t:'^—o„ I

o'cosfS,, — ut — 0')<(l.
n J Vi n '" J ' • " '

Considérons d'abord le second terme; en effectuant rintégralioii

comme si o' et 5' étaient des constantes, on le mettra sons la forme

-ç)oO'sin(5„ — at — 5'). C'est, comme on voit, une quantité pério-

dique dont la période est sensiblement égale à la durée d'une révolu-

tion du nœud de la Lune, mais dans laquelle le coefficient du sinus

croit avec le temps : toutefois, comme, au bout de vingt-cinq siècles,

ce coefficient n atteint pas i', et qu'à une époque aussi éloignée uni-

erreur de i' sur la longitude de la Lune est sans importance, nous

pouvons faire abstraction du terme dont il s'agit.

Pour évaluer l'autre terme ^ / e'" dt, nous y remplacerons e''

par son développement, suivant les puissances du temps; soit donc

e'-^e;"; + kl + -^1-,

ce terme deviendra

'0
4 "in" il n 2 «

La première partie est proportionnelle au temps et se confond avec

le moyen mouvement : on a donc, pour la portion de la longitude

moyenne don résulte l'accélération du mouvement de la Ijuip, lex-

pression
3 n'^t

, / 2 B \ „

Lorsqu'on remplace A et B par leurs valeins luimériques [*j, le fac-

[*] On a, d'après M. Le Verrier (annales de V Observatoire, t. IV, p. 102),

. = 345q,-8 — 8,755 f — 0,0282;=:
sin I

T ••' '

il en résulte

(i- = 0,000281 2- — 0,000001 424* — 0,000000002^0;-,

et par suite

A= — 0,000001 494 1 B^~ 0,000 000 002 -f).
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teiir entre parenthèses devient i + o,ooi3i /, el pour t~ — aS il se

rédnit à 0,97. Ainsi le terme en i% provenant de la variation de e', a

pour effet de diminuer des trois centièmes de sa valeur le coefficient de
l'accélération relatif à l'époque des plus anciennes éclipses observées.

Or ces éclipses paraissent exiger que ce coefficient soii, non |)ns dimi-

nué, mais au contraire à peu près doublé : l'analyse précédente ne
fournit donc pas, dans la longUude moyenne de la Lune, de terme
proportionnel au cube du temps qui puisse modifier notablement le

coefficient de l'accélération applicable aux anciennes éclipses et faire

concorder celles-ci avec la théorie.

Observons que la conclusion aurait pu être toute différente si les

termes en 9'- ne s'étaient pas déiniils dans la valeur de -1 nase 10; \\

importe donc de chercher si cette dérivée ne contient pas de pareils

termes lorsqu'on pousse rapproximation plus loin. C'est ce que nous
allons faire dans la suite de ce travail.

DEUXIEME SECTION.

Nous nous proposons, dans cette Section, d'intégrer les équations
différentielles du mouvement de la Lune en conservant seulement,
dans la fonction perturbatrice, avec la partie non périodique, les

termes d'arguments 6 — 5' et 26 — 2Ô'. On a vu ci-de.ssus les motifs
qui nous conduisent à traiter d'abord la question ainsi simplifiée, sauf
à tenir compte ensuite des parties de la (onction R, que nous laissons

de côté en ce moment

.

Les lettres M, m, m\ a, a', e, e, ti, n', «p, ç', 6, 6', -, s', )., ),', /, /',

f, £, conservant la signification qui leur a été attribuée dans la pre-
mière Section, posons de plus

sin^ = -y, sinjv';

appelons r el /' les rayons vecteurs menés du centre de la Terre aux
centres de la Lune et du Soleil, et désignons par s le cosinus de l'angle
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compris enlre ces deux ra\ons. L.i fonclion peiiiirljatrice relative au

mouvement de l;i Lune sera

Si I on développe - ._ -, ^^=^:^ suivant les puissances descendantes

de /', cette expression deviendra

Jm' f
^ 1 4-

;:; Q, + ^ Q, :- p; Q. --
p, Q> - . ;;; Q. -

.

Qn Qji-- étant des polynômes entiers en s dont voici les valeurs ;

1 1

r»
3 5 ,

Vs - 8 4
^

8 •* '

,, 5 io5 j ^'5 ^ ^-^> 8

*^^ ~ i6
" ^ -^ " 76 ' ~ T6" •* '

Mais la lonctifjn perturbatrice n'entre dans les équations du pro-

blème ([ne par ses dérivées partielles prises relativement aux élénienls

de la Lune; nous pouvons donc y supprimer le terme —
, > qui ne

dépend pas de ces éléments; et en désignatit par R la nouvelle fonction

(|ui résuite de cette suppression, nous aurons

ou bien
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Si mainleuant, à l'aide des ionindcs du mouvement elliptique, ou

exprime à la manière onlinairo les diverses parties de R par des séries

de cosinus d'angles mulliples de /, rz, 0, / , ^^ y, les coefficients de

ces cosinus étant des l'ouclions de rt, <•, y, a', e\ -y' développées elles-

mêmes suivant les puissances croissantes de (, y, c', y', ',
, on aura

formé ce qu'on appelle le déi'eloppement de la Jonclion peilnilui-

trice.

On négligera ici les parties de ce dévelo|)j)emenl qui contiennent des

puissances de 7' supérieures à la seconde. Si l'on observe d'ailleurs

<ju lU) terme dont l'aigument renferme /5' a nécessairement dans son

coefficient le facteui' •/" ou le produit de ce facteur |)ar une puissance

positive et paire de 7', on voit que la partie R, de la fonction pertur-

batrice <loMt nous avons besoin dans cette Section se présentera sous la

forme

R, =n''in'[\} [- V'/'- +-X7'cos(ô - Q') h Vy'^cosf'iô - aï')].

II, V, X, Y désignant ties séries fjui piocédcMil suivant les puissances

de^, y, e', ^".
a

'fi'

I II

Les petiles quantités c, y, <?', i/
;
étant regardées comme du premier

degré [*J, j'ai calculé les valeurs de IJ, V,*X., Y en négligeant les termes

du dixième degré dans U, V, Y, et ceux du neuvième dans X. Pour
abréger, je ne transcris pas ici ces développements; mais je les suppose

formés, et il sera aisé de les retrouver.

Adoptons pour éléments du mouvement elliptique de la Lune les

six quantités y, 9, r. ~, a, ).; les formules (jui expriment les dérivées

de ces éléments par rapport au temps en fonction des dérivée* par-

tielles de R .se déduisent des équations de la page 16, en ayant égard à

['] C'est pour ovilcr la confusion que j<î me sers ici ilii mot degré au lien du mot
ordre, qui serait plus conforme à l'usage : ce dernier sera employé, en effc t, dans une
autre acception, et nous dirons qu'une grandeur est de l'ordre /, quand elle scia coni-

pirable à 7''.
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d K \

la relation 7 — sin -; 011 Iroiive ainsi :

2

^/y _ I dK ^ V_ /^/R
,

d?.\

dt ^na-j^i— e- ''^ ind'yjx

f/5 I rfR

f/r f,^«fl'7\/i— e' ''7

^^ = -^ 1- ^ J- :

dt na-e da na-e dk

drs _ 7 dK _ yi— e' rfR

dF" ~ }.„„ ^T^rP' d; na'e de"

da _ 2 r/R

«V «« d'i.

dl _ 1 f/R v^'
— «'- '-+^''^1^ 7 <^R

Si maintenant nous rédnisons R à la fonction R,, qui n(> contient ni ct

ni ), ces formules deviendront

d-, _
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C'est ce que nous allons faire en développant les intonnues en séries

dont les termes soient des ordres 1, 2, 3,..., la qnantilé -y' étant re-

gardée comme du premier ordre; il suffira d'ailleurs, pour notre objet,

de pousser ces dévelo|)|)ements jusqu'au second ordre.

Remarquons d'abord cpi'en vertu de la troisième et de la cinquième

équation, a vX e sont des constantes et ne doivent plus compter parmi

les inconnues. Il en est de même de n, en vertu de la relation•)

n-a^=^J\M+ m).

Les deux premières équations ne contiennent donc que deux incon-

nues 7, et peuvent être traitées séparément. Si l'on négligeait y', la

première se réduirait a —- = o, il ou 1 on conclurait y = const.; alors

l'autre donnerait — := coust., et, par suite, =. une fonction linéaire du
(it

'

temps. En partant de cette solution comme d'une première approxi-

mation, on formera des valeurs plus ap|)rochées «le y et de 6, où

l'approximation devra être poussée jusqu'aux quanlilés du second

ordre. Cfs valeurs étant obtenues, la quatrième et la sixième de nos

équations dilférentielles nous donneront c et ). par de simples (jiia-

<lratiues.

Entrons maintenant dans le détail des calculs qui viennent d'être

indiqués. Posons

y'ii'm6'=u, )''cos5'=t^;

la valeur de R, pourra s'écrire

R, = ri'^sa- U -f- X(;/sin6 4- PCOs6) -+- V {ir -h v'-)

-+- 2Y - (i'- — ir)C0S2Ô + UVSÏD-lO •

Mais la théorie des inégalités séculaires du mouvement des planètes

donne les valeurs de u et de i», développées suivant les puissances du

temps; écrivons-les

u— A< -+- A, r-, V — Ri -r R, ^^

Tome XV (2<^ iirïi). — Jasvieu 1870. 4
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torimiles où A et B doivent être considérées comme des quantités du
premier ordre, A, et B, comme des quantités du deuxième ordre [*].

On n'y a pas conservé les termes en t'\ t\..., lesquels seraient respec-

tivement du troisième, du quatrième,... ordre, par la raison que les

parties de la longitude que nous cherchons sont du second ordre.

En substituant dans R, ces valeurs de u et de v, et négligeant tou-

jours les quantités du troisième ordre, on trouve

R, = n'-ià'\ U -H X(A sin0 + Bcosô)^

H- X(A, sin5 + B, cose)«= + V(A--f-B-)i-

-HaY r^(B^- A=)cos25 H-ABsina!/ 1 t- U

les équations

<lj^ _ I rfR, M _ 1 f/R,

'^' 4«o-7 \/i— e' 'l'i lit 4«a-y y/i— e= 'h

deviennent, par suite,

(V)

(S)

$ = ^(i-e=rMx(Acos5- BsinS)<
de ^n'i

^

{

'

-i-X(A, cosô - B,sin5)/-

- 4Yri(B^- A^jsinaS

— ABcosaJ \l"\-

/' ? = - "— (i- e=)"^!u'+X'{Asine -^BcosO)t
fit 4"v (

-T-X'(A,siuô -h B,cose)i='

-f-V'(A- +B-)/-

^2Y'U(B=-A=)cos25

+ AB siii 25 ''!

[*] On remarquera que les lettres A et B reçoivent ici et conserveront dans le reste

(lu Mémoire une signification différente de celles qu'elles ont reçues prccédemnienl,

soit p. !;, soit encore ji, 20.
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où il faul enleiidre par U', V, X', Y' les dérivées de U, V, X, Y prises

par rapport à 7, sans faire varier rt, a\ c, c'.

Eorsqii'oii néglige 7', c'est-à-dire quand on suppose nnlles les quan-

tités A, B, A,, B,,on a

7.1 désignant une constante, et en même temps

d9 n'U

cil ~ Tr^^ =')-Mf)„

en convenant d'indiquer par l'indice zéro ce que devient une fonction

de 7 quand on y remplace 7 par la constante 7^ : on conclut de là, en

intégrant,

e=zconst. - ^(i-e=)'^(-\ t.

Représentons par 0^ cette valeur approchée de 0, el, pour ap|)roclier

davantage de nos (\eiix inconnues, posons

7 = 7„ + c?, 7 + o\ 7 H- . . ., 5 = 5„ -t- c?, 5 + d*, 5 -^ . . ., .

â, 7 et c?, étant du premier ordre, â-^ yeiâ^O du deuxième, etc. Sub-

stituons ces valeurs dans les équations (7) et [0], et égalons séparément

les quantités d'un même ordre dans les deux membres de chaque

équation; si nous posons, pour abréger,

A cos 5o — B sin 60 = ^, A sin 6(, 4- B cos $„ =: q,

A, cos5„— B|Sinôo = (>,, A, sin5„ -h- B, cos5,, = q,,

-(B=-A^)cos2Ô„— ABsin2Ô„=P, - (B=— A=)sin2 5„- AHcos2 5„= Q,

nous
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(7^1

/ dS,B

(5 = )

Oljservons que ^ et ly sont des quantités du premier ordre, que p,,

r/i, F, Q soDt du tleiixièine, et qu'on a les relations

ajoutons que l'angle dg étant une fonction linéaire de t, les intégrales

fp dt, Jpl (It, Jpe dt, f(f
dt, Jijtdt, f<jt-dt, fp, dt, fp, t dt, fp, t- dt,

fq,dt, J<],idt, Sq,t-dt, fi'dt, jvtdt, fpr-dt, fqdt, JQtdt,

l'Qt- dt s'obtiendront, soit innnédiatement, soit an moyen de l'inté-

gration par partie.

Nous pourrons, d'après cela, trouver (?, y en intégrant l'équation ("';,),

puis substituer la valein- de c?, 7 dans l'équation [6,) et intégrer cette

dernière qui nous fera connaître â^S. Intégrant ensuite l'équation (y„j

après y avoir porté les valeurs de â,y et de c?, Ô, nous obtiendrons o\ y,

et, pour avoir d^o 5 , il ne restera plus qu'à intégrer l'équation {0.^),

après y avoir remplacé (?,'/, â',0, â^y par leurs valeurs. On trouve

ainsi

"'•'= -M)j'-^.i-^'Hwi^'
/i cl vxx , 4« , „} fi <i v'x\
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X\ ^., 8/?. o,:/vx\

-^(-^^)Mi^)ol77
i6«'

o\$

i — e-

' I f/ 7X

7 ^"tj^/o /^
'-^

3?.»' , o\ /' I '' 7'X\

~,lFi\y'^^ rf7 \ 7' d-i 7 ) .7^U' ^7 U'X'Jo^

2/1 , o 2

A-

k
7-X'

X" d_ 7^X'

/X (^/7 U'^X''

-(^f)

P^

\''7 V ,'

X'^ rf 7=X-

7'TJ'X d-i U'^X'^ Q
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En ajoulant à y^ les valeurs de c?, 7 el de ^„y qu'on vient d'écrire, on

anra la valeur de y. De même, en ajoutant à la valeur de 6„, savoir :

les valeurs de c?, 5 et de t^oÔ qu'on vient d'obtenir, on aura l'expression

de 5. Il reste à former celles de ), et de zs.

Or, en se reportant aux valeurs de et de— (p. 24), et en ayant

égard à la valeur de R, (p- aS), on voit que si l'on pose

a (ta e

2 il . «'V V i — c' — \-\-e'dV Y dy _
a da e '''^ 2 i/ 1 t' ''V

'

2 d. n'X s/' — <^' — 1 + e- rfX 7 ^/X _ _,

« da e de 3 ^ i _ t-: ^7
"""'"

2 r/.«=Y v/ 1 — r^ — I -h e' r/Y 7 rfY

a da e de 2 »/ l e' ''V

y/T^^' rfU 7 rfU _

T,

v/i — 1'= rfV 7 dV _
,

e rfc 2\/i— e^ ''7

v/i— e' rfX 7 rfX

« '^'^^ 2 i,' 1 — t^ d'j

y/i-e' rfY _ 7 £Y _
e de 2\j\— e^ ''H

'

on au l'a

W

(r.)

1 'Jl = .^jû4-S(«sin5 4- i^cos5) + »F(«= + i>-)

-t- 2 Y -
( i'- — /r ) cos 2 9 + «f sin 2 5 |

' — = -^ oj 4- S(^^ sinS + c cos5) + vL ("' -^ ''')

dt n [

-^
.

T \

+ 2u ^ (i'- - zr ) COS29 + «l'sinaô
^



PURES ET APPLIQUÉES. 3i

Les quantités Û, W, H, ï, w, ^, £, u sont des lonctions de •/, et

leurs dérivées, par rapport à celte variable, seront désignées à l'aide

d'accents. A l'aide des développements de U, V, X, Y, suivant les puis-

sances de c, •/, e, —,i il est aisé de former ceux de li, ¥, H, T, o, -j;, ç, u
;

je ne les transcrirai pas pour abréger; je ferai seulement remarquer

que, d'après le degré d'approximation avec lequel ont été calcu-

lés U, V, X, Y, les termes négligés seront du dixième degré dans il

et dans ^; du huitième, dans E, Y, w, ij; ; du sixième, dans 2 et

dans V.

Si maintenatit, dans les premiers membres des équations (X) et (cr),

on remplace X et zs par X„ -f- (J, X + c?^ X, w„ + o*, ro ^- c?;, ts , en sorte

que Xo et zs^ soient de l'ordre zéro, o", X et c?, w du premier ordre,

t^jX et o\ 73 du second; si de plus, dans les seconds membres des

mêmes équations, on remplace u par kt -\- k^t-, i» par B^-hBi^'^,

7 par 7„+ c?,-/ +- â.y, par Q^-h ^,Q + ^2^, et qu'on égale les parties

du même ordre dans chaque membre, on trouveia

117 "IT^""

dS,l «'';,^. ^ - .X

-^ H'„ <]tâ, 7 -f- H„ i>t o\ + M^„ (A^ + B-^)i^ + 2T, P/^],

—7- = —- w„ o\ 7 + - "„ ^1 7
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Intégrons maintenant ces éqnations, après avoir remplacé tlaiis les

seconds membres (?,-/, ^.^y, &,6 par leurs valeurs (p. 28 et 29), il

viendra

).,, = const. H ^ Q,,t,

n'X\ . \&n , ,, /' v\-/_ ' ii'X\

. 4«

i28«= , o,T / 7 W- 3a'X
i2 \2

.,,! / ayn'Y '/X' r/ U'ii'

7^X' d U'-'ï' 2

TJ'^'i (Y-y Y
é+B^'f.'"

i6«' _ ^,|/ 67'a'Y 7'^X ^ r/ U''a''

«"s^^'~^ ^ \ U" "^ 2U'"i2'-' f/7 7'^

7«X' rf tl'=

U '3 rf7 7'X= %Aq;
" -

Ts = consi . -] w„ <,

V ,, ...i/vX /'- w'X\ , i6« , -n/vWx 2(,/X\
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+ |f.('-OC^'),(A' + B.).

+ 4{.-«¥(è)„(5-"ô?)/.''

.28/î' '.^T/7^Vî: 3«'X\

, ,>i / avca'Y 7'X' d E'w'

L'^ rfy yX ^ U' '^j,,^'

_7!xi/lH:!iV^.\ vt
U'«| f/7 7»X^ L'^ /„

i6«^ „,|/ 67'u'Y 7'^X' d U"w'^

2U"^w"rf7 7'
=

yeX3 rf U'3g. 27' \

u''? ^/7 7^x' u'^ y
^

Il reste à subslitiier pour U, V, X, Y, 12, M', H, Y, w, ij^, 2, u leurs

valeurs en fonction <le y, e, <?', v/— ; faisons d'abord cette substitution

dans les valeurs de 6„, Xo, sroj nous obtiendi'ons les forrruiles

6„ — c, -h /?o «, );. = c, -+- A(, ', ^11 = ^3 -^ j(,i,

où 6',, fj, fj désignent des constantes et où l'on a

/', = - ^
—

[1 - 275 -H 26- + - t-'^- 4^-7; - 3f'-7i+ g e'-r- 3f^e'-+- e"+ —

—

i35«' ., i65 «- , 75 «' „ ,„'l

Tome XV (i' série). — Janvier 1870. 3
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,
q , „ i35 , „ 35 ,, 3i5«' , 3i5 n' , 45 «^

,,

04 04 I" ÏU " N " o "

,e
' /o -I-

8 ' '^ /« -T-
g

f '^» ^ 32
'^ /» ^ ,6

"'^ '" 32 '"

3i5
„ , .

i5 , , Q ,. „ .
45 . „ 3i5 , „ 3i5

,

32 '" 5i2 128 256 128 128

I2i5 «'
, 2655 a^ , , iSjS a' „ , 225 ir

,

"^ "76~ ^ ''" " 'W V'
""'" ûT ^ " "^'' "^

TS8 ;7^
''

iSyS «' , ,,.
,
945 /v' „ 75 «' , ,'T

64 « 64 '( (i4 n J

3 ""' r o . '2,3,, , , , „ , I , 3 , ,j , i5
,,

3 , „ i5 , „ 35 ,, i65 «' , i5rt= , 75 0=

16 16 16 4 "y' ' 32 « 8 «• ^ J

Faisons ensuite les mêmes substitutions dans r?, y, c?, 0, r), )., û*, 37,

o'^ii 7^ o^i^î c^2 >'>) 0% s?
;

puis rassemblons les parties qui composent

chacune de nos inconnues y, 5, )., n:, d'après les fornndes

V ~ Vo + o'i V + '^^ V'

e = 5„ -t- (?, 5 -+- o\ e,

>. = Xg -+- C?, >, + C?0 X,

les seconds membres des trois dernières formules renfermeront clia-

cun une partie qui sera fonction linéaire du temps; nous re|Drésen-

terons ces trois fonctions linéaires par 6", ).", ?3'\ On aura alors

6o=c, -4- //"/, ).°= c, ;- A"/, û;"=r, (-/'7,
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en faisant

''° = ''' + ] /7^ [' ^' ^''» - ^''^ - ^
'"" + ^''' - ^''vî - l '"r.+ Y

''

+ 3r.=t.'M- ^ r'*+ ^ K. + (6)1 (A'+ B=).
o lu// J

4- ^ f'-h ^ c\--' + I c"+ if 2!. _ 367» + Sgc'vJ

_ 111 .V--^.'.'^ + l.'«- 1|^ ^, vS - ^ '4 ''

4 iG i6 8 f/ ifa /i

-+- jJ^'=+(8)](A=4-B^).

Cela poso, les valeurs complètes de 7, 6, w, X seront

îï= o»+4^y-i 3K'V/+Db"(A'4-B')/'4-4:i>.''+*3rt"r/,;+ ^'/^,>A"0''+S"P'+G"y,

> = >» +.^V+01V'V/H-3r'(A'H B')r'4-C/'.''+231^''''7,'+^>, +-A"'Q<=+S"'P' +-E'\),

où l'on a fait, pour abréger,

r= - 27. [>4- ^ 73 + g 72 + -^ -â + (8)] ;
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3 ,. i5 rt' 01 s 23 , , 6q „ . 6q . ,

^ 2 '° ^ i6 '» 8 i6 4
^ i6

iG5 «'
, 45 «• , i5 n' „, ,a>T

lo «^ i6 rt 4 « J

' S'^ 8 fl"
*^ l6 '° 4 '° i6 ^"^ .6

'^ '°

495 «'
, 45«' , i5«' „ ,^ T

i6 n ib rt^ 4 « J

^—\^. Vh T '= -» - ? '- TV-? "' - 7 -'; + ¥ -

,„,„ 8 n r. 2J , , 15 , 3o7 . 63 , , 63 „ . 273 .

5i , I, ,
i5 ,, ,

45 «'
,

looi 575 , , 621 „ .

q57 , , 189 , „ , 63 ,, , 255 . 81Q

5 „ i65 «' , i5«' 45 à' „ ,„,!

6 16 «^ ' ib « 4 « J

5i , „ ,
5 , iDJ

^'^ =77['-37i + (8)],

X"=^'(6),
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i 44
,

io5 «'
j ,

i5 n= , i5 rt' „ ,
"1

+ -T ?-^ '/» + T z> '^ - T ;r^
''+ (8)j,

o 244
^ 8 «" ^» ^ 8 «" " T ;?^ ' +

(8)J
'

+ 294e'e"-+-5ie"-^ J + (6)],

2 ^

+ .74eV'+33.'.-f J + «2i2,e_^,..^._3^^,.,^^

^ =- ^['-72 + (8)],

•«'=,7['-7; + 7;+7S + 456'"vJ-+-(8)],

^"=27:[' + 7o + (4)],

A"'=27S[«47j4-7: + (6)];
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3 1 5 rt' 1

1

5+ g c"- y ;7j
+ 36 vS - 286-'-/; — 21 e'^vi + ^ e'vi

« ' i6 « 4 " J

h = - - — -
I^H- 3-/; - 2C»- - 6' -+ rÙ - 6'''75 - \ f^ -a + -g- t-'-l- 3e'e'^

-\- i< g- ^+ iJ/o — '4'^ 7o — — ' /o + -g- ''°
"*" ^ '"

360 ,. , 35 ,, 6n
, „ 33 , ,. i „ i65 «' ,

• 8 ^^ 8 i6 i6 ^ i6 ^ 8 «'^ ''

45 (7^ , i5 «' „ "1

i6 « •
4 « J

S = y ;^- Vi I
1 + 5'/; " ae-- -e"-} (4)1,

„, i(i " , r . c - 7 3 ,, , , , i5 ,, , ,
23 .

,
. , ,,

S = y ,7r 7S
I

14-5'/; -2e'- -c'=-i-i7y; .-,oc--/l~ — e'-yl + — e'+3t-c'-

Ë = - 4-, - i+77o — 4e'— 3e'=4^28'/J -'iSe'-/; — aie^'/î + -^e'+ i2e=e"
9 " ' '/» L 4

+ 3c"- ^ J, +927S - .I2e'v; - 84e"7Î + ^ c^yl

+ 84 c'c^v; -i- 21 e" '/S
- ^e'- 1^^ e'c'-'- i2e'c" - e'"

4 4

io5 «' , i5n' , i5 «' „ ,„,"!

+ T^^'"^^^^' '^^'''^-^'^y

+ Ç ^'^_ I^ ^^ + 77./S
_ 84c'vJ - 63^'^7J + -^ c'vJ

-1-Oo6.'e"'y' + — e'<-/' _ ^ e«- iiZ eV"- ^ c'e" - ^ e"+ 006 e /„+ ^ e /, ^ e
^

c c
^^

c c ^^e

i65 rt' i5 n' i5 rt' „ "1

+ -8- ;?"''''» + ¥ Z" "- T ;r'
'^ +(«M '
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(S"= " 4-7 Vo['9+93Vo -loGe'- 57f"+(4)],

6'2I
5'"=- -;;^.vjri8 H-94'/; - '00'^'- 54r" i- 351 vJ - 5iGf' yj - 2826-''7; 4

H-3ooe'f"4-54e'' I- —'Ai + ((>) •

•Voyons ce que nous apprennent ces formules relativement à la

question qui nous occupe. l.a quantité // étant constante, l'équation

/ =fii(it -+- ). se réduit ici à

/ = Ht -f- X ;

en mettant pour >. la valeur qu'on vient de trouver, on voit que le

seul terme non périodique de la longitude moyenne qui ne se con-

fonde pas avec le moyen mouvement est le terme 3t,"'(A"-r- B")/' ou

--(8){A=^-B^)/^

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivan'e :

Lorsqu'on fait abstraction de la diminution de l'excentricité de

l'orbite terrestre et qu'on réduit la fonction R à sa partie non pério-

dique et aux termes d'arguments 5 — (;' et 2(y — a5', le terme propor-

tionnel au cube du temps, qu'on poin lait s'attendre à trouver dans la

longitude moyenne de la Lune par suite du déplacement du plan de

l'écliptique, est le produit de —-(A' h- B^)^' par un coefficient qui,

s'il n'est pas nul, est au moins ilu lunlieme degré en -/o, e, e',
\J

-j-,'-

p.ir conséquent, ce terme est ou ntd, ou insensible dans les limites des

temps bistoriques [*].

La partie R, de la fonction pertui !)atrice était celle qui semblait

devoir introduire dans l'accélération du mouvement de la Lune les

.,'s.

[*] Lo fadeur —'- (A'-l- B') rst égal à o',oooooo63 environ, quand on prend le

siècle pour iiniir de temps.
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termes les plus considérables parmi ceux qui dépendent du déplace-

ment de lécliptique, et on vient de voir au contraire qu'elle ne fournit

que des termes nuls ou négligeables. Jl nous reste à calculer les termes

du même genre qu'amènera le rétablissement dans la fonction per-

turbatrice de la partie R — R, laissée d'abord de côté. Mais avant

d'entreprendre cette recherche qui sera l'objet de la troisième Section,

nous signalerons encore quelques conséquences des formules qui

précèdent.

Dans les expressions de 5 et de zc^, les termes en t^ sont les produits

de —^(A^-i- B*)^' par des facteurs qui, s'ils ne sont pas nuls, sont au

moins du sixième degré. Ainsi, quand on réduit R à sa partie R,, le

déplacement de l'écliptique n'amène, ni dans la longitude tlu nœud
de la Lune, ni dans celle de son périgée, aucun terme sensible qui

croisse comme le cube du temps.

Quant à l'élément -y qui est le sinus de la demi-inclinaison de l'or-

bite lunaire sur le plan fixe, nous voyons qu'il renferme un terme

séculaire dépendant du déplacement de l'écliptique, savoir :

[,_3y2 + (8)](A=^B'^)i^

Il en résulte dans l'inclinaison çi elle-même un terme en t- qui est à

peu près + o",o3i t"^

.

Examinons enfin si dans les mêmes hypothèses l'inclinaison de l'or-

bite lunaire sur le plan de l'écliptique mobile est affectée de quelque

inégalité non périodique. Cette inclinaison étant désignée par /, faisons

siu - = VJ.

Le triangle sphérique déterminé par le plan fixe, le plan de l'éclip-

tique mobile et le plan de l'orbite lunaii'e, nous donnera l'équation

cosj = cosœ cos'j' -^ siuo sinç'cos(9 — 5'),

ou bien

r - 2VÎ- = (i - 27-) (i - 27'=) -h 477' V I -7' VI-7" cos(5 - &'),
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oïl encore

n' z= y- -^ y"- — -i y' y''^ — 2 yy' y' I — 7" V ' ~ V'' fOS (Ô — 9').

Remplaçons y'siiii/' et y'cos5' par Ai + A,<* et B< 4- B,<^; il nous

viendra, en néfjligeant des quantités dn troisième ordre,

yj* = y^ — 2y y I — y^ (A sinô -h BcosO)t

— ay y'i — y=(A,sin5+ B,cos5)<^+ (i— 2 7-)(A-+ B^)z-.

Représentons par yo -*- Ay et 0" -+- Ad les valenrs de y et de G qne

donnent les fornudes de la page 35; observons d'ailleurs que la diffé-

rence /i° — A„ étant du second ordre, 0° et 0„ ne diffèrent non pitis

que d'une quantité dn second ordre, et nous aurons, en négligeant

toujours des (juantités dn troisième ordre,

Asinô 4- BcosS = Asin6''-)-Bcos(/"+ (Acos6"- Bsin(5")AS

= Asinôo-4- Bcos5u+ (Acos9o— Bsin9o)A5 =q-h pM,

A,sinô -h B,cos5 = A, sinô" + B, cos5" = A,s\iiO^-h B, cos^o = 7i-

La valeur de yj- deviendra par suite

n-= y^M 27,, Ay -t- Ay=- 2y„y i-y^r/< - ay,, y'i - y^^f A5

~ ^ i^l 9^^7 - 2y„ n/i-7^/. f^+ (i - 2y^)(A-^+ B=,U-^

Mais les valeurs de Ay et de A 5 peuvent s'écrire, d'après les for-

mules qu'on vient de citer,

Ay = ^(/t -h 3K,p + Dî,(A^ -+- B^)t^ -t- des termes périodiques du second

ordre,

A$ = s^pt -h oïl'q -+- des termes dn second ordre.

Tome XV (s' série). — Févriep, 1870. O
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Il en résulte, aux quantités près du troisième ordre,

2
'— 'Vo , „2,2 „ '— 275

47- 1- - 7. ^ m p/< — 27,, V ' — 7o 7<
^"

Vi— 72 v"— 7Ô

-1- (i — 2 7^)(A^+ B")f'+ des termes périodiques du second ordre,

ce qui, en ayant égard aux relations

peut s'écrire encore

';' = Vo + 2 7„ ( 4^
- V 1 — 7;i ) 7< + 2 7„ OK p

+ ( 2 7o -M^ + ^ C - 7o V'-7û t:
- ^^^ -C+ ' - 2 7f,^ (

A^+ B=) ^^

+ des termes du second ordre constants ou périodiques.

Or on a

^ = ' - ^vii - B"/"
- -.^Vo + (8) = v">"=^ + (8),

x=^j.-37.^ + (8)],

<: = i['-î7?-ivs-Avs + (8)]>

d'où il suit

ii- V' - 7u = (8),

27» 3^- + î C - Vo V ' - 7u J;^ - -== ^ + 1 - ^7^ = (H) :

V ' /o

donc

rr = 7^ + (8)7„<j^ + 27,, ;m/; + (8) ( A= + B=) <*

+ des termes du second ordre constants ou périodiques,
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on, en extrayant lii racine carrée,

r. = 7„ + (8) <il
4- m/» + ^'

( A- -+- B-) r-

+ des termes du second ordre constants on périodiques.

On voit que si yj renferme nn terme |iro|)orlionnel au carré dn temps,

ce terme est le produit de (A" -i- B-) <-, c'est-à-dire de 0,0000000 1 35 <^,

par nn facteur qui est au moins du septième degré. Un pareil termç,

s'il existe, doit être regardé connue insensible.

La même conclusion s'étend sans peine au terme en t'-, qui pourrait

exister dans la valeur de l'angle i lié à par la formule sin - = r,.

Ainsi, et en supposant toujours la fonction perturbatrice réduite à sa

partie R,, la proposition énoncée par Laplace, que le plan de l'orbite

lunaire conserve {\ne inclinaison moyenne constante sur le plan de

l'écliptiquc mobile, subsiste même lorsqu'on pousse l'approximation

relative aux petites quantités y„, e, c', ,» beaucoup plus loin que ne le

fait l'auteur de la Mécanique céleste.

TROISIEME SECTION.

Dans la Section précédente, on a intégré les équations différentielles

du mouvement de la Lune en réduisant la fonction pertubatrice R à la

partie R, ; d faut à présent tenir compte des autres termes de la fonc-

tion R, termes dont nous désignerons la somme par Ro, en sorte qu'on

ait

R = R, -i- R3.

Observons que les dérivées partielles -r-^i -—-^sont nulles, et repré-

sentons par

C, ^, (?, 5

les dérivées partielles

rfR, dl{. rfR, rfR,

/iy itfl lie lia

6..
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représentons d'ailleurs par

E, F G, H, I, J

es dérivées partielles
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En indiquant par la caractéristique c? l'accroissement fin'éprouve

une fonction quelconque de 7, 5, e, ro, a, X, lorsqu'on y remplace ces

éléments par y + c?y, 5 -4- c?5, e -t- oV, 57 4- oV, rt + oV/, > + c?/, nous

aurons

-r-= — ; E -f- C?( : ,'; .El,
"' ^nà'y\Ji — c' \ 4''"'vV' — '''' ^ nii''

'/ \J
i — e'' j

dSe _ ^t — e^ „ v^i— <•- — 1 + e»

,it ~ —,
— " + ; J"' na'e iià'e

V na'e na^e J

dàa y _ y'i — e^ -,

"w7"

—

,

t, — Lr

V E-^^-^G),
2na-e\J\ — e-'

/?«'c

dt na \ na I

dsi 1 V I
— «—•-+-'V y t?__ = — 1 _ (_, ___ ji,

dt fia na'e y.nà'sjx—e'

, ( 2 Ji— e- — I -j- e' 7+ ^ — 3 — -, q ^
\nn na'e '

2««'v"'— '^'

Il faut, de ces équations, conclure 0*7,..., â'k par approximations suc-

cessives. La première approximation consiste à négliger dans les

seconds membres les parties affectées de la caractéristique c?. Les équa-

tions exactes (A) se réduisent alors aux équations approchées qui
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suivent

;b)

<h]V

dk _

4 n «' 7 v' ' — fi"

• - ^ I> XI - . ,' ¥ /''

E,

c/ de y/ r — f'
H

1 1 — e- — I -r c-

^/^ //n'e

r *
rtOCT 7

ntOe
J,

Ion

~dt

\ dS).

<lt nii

2«(7' v'i — e'-

.E_:^lL:;i^(:

^ , V I — ^ — I H- e^ ^,
1 ; (_r

! ««' v' 1

;E.

OÙ les seconds membres dt;vienneiil des fonctions explicilth du temps,

lorsqu'on y remplace y, S, ra, ). par les valeurs de la pnge 35 et

•y'sin5', y'cosô' par A/ -i- A, /-, \^t -^ P., f-. Pour faciliter les calculs,

MOUS poserons

A, 5 ~ s:ipt + on.' 7,

A, 5? — 4^"/'^ -+- dK"ij,

A, ). = 4;^>^ -f- on."'/,

An7 = Dî^ (A'--!-B^j«-4-^7,<=-i-2on. /^,^-f-^f/,--a P/--+ s Q<-h6 P,

AjOT = 3ri"(A'-i-B-jï' -4-<;'p, «'+ 2 on."7, / -f- ^'p, + A"Qi=-i--s" P^ -^- c"Q,

A,>. = dV'{A-+ B-')e-i-j^'i),t- ^2:m',/,( -^"p,-h.i\"'Qt- + 'i"'?t-i-0^''q,

Ay = A, 7 -^ A, 7,

A 5 =1 A, 9 H- A,e,

Ara = A|5J -f- A, 37,

A). = A, X 4- A,).,
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en sorte qu'on ait

(C) V = 7o -f- Ay, 5 = (/" 4- 10, c - 55» -f- Aw, >, ^ >."+ AX.

Observons que A, 7, A, 5, A, 37, A,) sont des quantités ilii premier

ordre, tandis que Aj 7, Ao^, A^zs, AoX sont du second.

Cela posé, revenons aux équations (B); lorsqu'on y ama remplacé

les dérivées partielles de Rj par leurs valeurs, le second membre de

sin
chaciuie d'elles deviendra une série de termes de la forme M A,

COS

M étant une fonction de 7 et de 7' et ,1, désignant un argument de la

forme
.V = /«/ + /«, w 4- in^Q -f- m'I' + ni\ ot' + m'^Ô';

dans cette formide, on a

/ = iH + ).,

et m, ni,, iii^-, in% m\, m\ désignant des nombres entiers positifs ou

négatifs. Concevons maintenant que dans chaque terme M d,, on

remplace les vaiiables 7, 9, sr, X par leurs valeurs (C), en développant

le résultat suivant les puissances de A7, Ad, Aw, AX jusqu'aux quan-

tités du second ordre inclusivement. Après la substitution des valeurs

de A7, A5, Azô, AX, on voit, en ayant égard à la signification des

lettres p, q, p,, g,, P, Q, qu'on obtiendra des termes ayant pour

arguments, soit l'angle

X = ml'' -V- m,zs" 4- /«2^" + '"'i' -+- "'\^' + '"'2
5'

(on a /" = ut + X"), soit l'un des angles

.1,» + 6\ A," - 5„, x' + iO^, -x' -25,.

Les coefficients de ces termes pourront d'ailleurs contenir en fac-

teur t, ou t-, ou t^.

Les seconds membres des équations (B) étant maintenant composés

de termes de ce genre, il suffira d'avoir égard aux relations

7' sin 5'= M+ A,<% 7'cos5' = B^ + B.f^,
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pour en faire des fonctions explicites du temps. On pourra alors les

intégrer, et on obtiendra ainsi les portions de c?/, c?v, oV, (^w, ùa, o*).,

qui répondent à la première approximation, portions que nous ap-

pellerons o'.y, ô'.ô, (?,e, c?,?7r, (?,rz, t?,X [*]. La valeur de o*. » se

conclura d'ailleurs de celle de (?,« à l'aide de la relation

â.n = 0, n,
2 n

et â, ! sera donnée par la formule

Examinons d'abord si cette première approximation peut introduire

dans la longitude moyenne de la Lune des termes non périodiques

proportionnels au carré du temps ou à une puissance plus élevée de

cette variable. On voit aisément, d'après ce qui vient d'être dit, et en

négligeant toujours les quantités d'ordre supérieur au second, que les

seuls termes de Rj qui puissent fournir des quantités de ce genre sont

ceux qui ont pour arguments 2zî'— 2$', a?:?' — 5 — 5', 257— 26.

Ces termes sont, en ne gardant dans leurs coefficients que les parties

du degré le moins élevé,

— -^n^ia-[—\ e^7'cos(2';7 — 27 j,

i35 ,., .>
/' a \ '

,., , I I r c ^^"37""'" \?)
e-VVCos(2w -5-5j,

— n -îcr [
—

] e -7-cos [irr, — 2 5).
64 \a

I
' ^

Substituons-les successivement à la place de R^ dans l'expression de

-^5 remplaçons, comme il a été dit, 7 et 6 par 7-f- A17-1- ^^7,

ô -f- A, 5 -f^ Ao5, et ne conservons dans les résultats que les parties non

périodiques, en négligeant toutefois les parties constantes qui se con-

[*] La caractéristique 0, reçoit ici une signification différente de celle qui lui a été

attribuée page 27.
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foiidraienl avec le moyen mouvement. En posant, pour abréger,

- (B* — A-)cos2??' + ABsinac' = A',

,

- (B'' — A*) sin 23t' -- ABcosas' = B',,

en sorte que A', et li', soient des quantités du second ordre, nous

trouverons, par le premier des termes ci-dessus,

par le second,

dS,-). ^oSn'Ufay ,, .,,0 i35/«\' ,„„,

de 8 fl \a' /
'

7. \a

par le troisième.

dS.'K _ l35 «"s l ay _,j ,,

~dr ~ 8"

Rassemblant ces trois résultats, on voit que les termes en l- se dé-

truisent, et on trouve

D'ailleurs, les termes de Rj, que nous considérons, ne renfermant

pas X dans leurs arguments, les valeurs correspondantes de —^ sont

nulles, par suite aussi celles de <?, a et de c?, n. Donc, relativement à ces

termes, ^, l se réduit à â, ) , et on a

On voit que cette inégalité a pour effet d'ajouter au coefficient de

l'accélération séculaire la partie V ( — ) e'* B', : mais, si l'on calcule ce

Tome XV (2= série). — Février 1870. 7
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nombre en prenant toujours le siècle de 36525 jours pour unité tie

temps, on le trouve égal à — o", 000000000017 environ; l'inégalité

qu'on vient de déterminer est donc tout à fait négligeable ['].

La première approximation nous ayant fait connaître les valeurs

approchées ^",7, â, 5, â,e, (?, w, â,a, â,\, â,l des quantités ây, 0"$, oV,

oV, âa, âX, âl (on trouvera, page Sg et suivantes, les valeurs de c?,/,

â, B, etc., qui répondeut à chaque terme de R^ considéré séparément),

proposons-nous maintenant d'obtenir pour àl la valeur plus approchée

0*, l ^ d^l ["], qui doit résidfer de la seconde approximation. En re-

présentant de même par §,/i + ôoW et 5|X -H SjX les valeurs de 5/2 et

de oX résidtant de cette seconde approximation, on aura

et par conséquent

r)J=fâ,n(/t + â,X,

dt dt

Mais lorsque n et a désignaient les valeins complètes des éléments

auxquels ces lettres se rapportent, on avait

dn "i n da 3J

dl in dt a}
'

ces mêmes éléments étant représentés par a -f- oV/, n -f- on, on aura,

en observant que n désigne maintenant une constante,

rf^/z _ 3J _^ . / 3J

dt a' ' \a-

... ,
... . ,

rf J,
"/

['] Les termes en t', qui se sont détruits quand on a rouni les trois paities de ——,

donneraient, chacun en particulier, dans 0,),, et par suite dans 0,/, un ternie en ?';

le plus grand de ces termes serait H 5 ( — J ck,i^, mi, numeri<iueimnt,

— o", 000 000 00 17 t^. Une pareille inégalité est encore négligeable, el par conséquent

on n'a pas à craindre qu'en poussant plus loin l'approximation dans les coefficients

des trois termes de R' qu'on vient de considérer on obtienne dans iî, / des ternies en t^

ayant une influence sensible sur raccéléralion séculaire.

[**] La caractéristique 'î^ n'a plus ici la même signification qu'à la page -i^.
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Or le (?, 7j correspondant à la première approximation est ilonné par

l'équation
tlS,n _ 3J

on a donc
(i§,n . /3J\

/3J\ 5 . . 3J
en désignant par â, ( -^ )

l'accroissement qn'éproiive la quantité —

lorsqu'on y remplace les éléments y, 5,.. . par / -+- &, y, 5 4- ci*, 5,... et

qu'on néglige les termes de deux dimensions ou plus en o',-/, ù,6,

De même, si nous posons, pour abréger,

nous aurons, d'après la dernière équation (A),

dt lia na'e ann'y/i — e"

et comme on a

'i'I,')^ _ ^ T _ \/i— e'— l-*-e' „ _ 7 p.

d: na ria'e 2na'\/i — e' '

il en résultera

de

Ces deux formules —^ = §, [ ^^ ) ,
—-'- = ô,S nous serviront à

dl \a- / dt

calculer les parties non périodiques de dj/î et de ô,)., et, par suite,

celles de 0, / = / 5„ ndt -+- c?, \.

Pour effectuer commodément ces calculs, il conviendra de former

d'abord les expressions générales des valeurs de ô,)., o, (!/,... corres-

pondantes à un terme quelconque de Ro considéré isolément. On peut

cbercher, en effet, ô,-/, ô,5,..., en réduisant la fonction R2 succes-

!
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sivement à chacun de ses termes, et rassmiblaiit les résiihats ainsi

obtenus.

Soit donc Ccos l. un terme quelconque de cette fonction, où l'on a

Ji, = ml + m^TS + //Jo5 -H m' i -r m\rô' -+ in^JJ'^

et ou C est une fonction de a, e, 7, y' (nous ne mentionnons pas a!

et e', qui sont traitées, ainsi que sr', comme i\^?> constantes absolues).

En réduisant R, à Ccos-A, on a

^'C , f^
dC dC

E = — cosA, G=-rCOStl:, 1 = —- cos^^,
d'j de da

F = — «JjCsina, H = — ;;2|Csina , J = — mCsiiiA.

Si donc on pose [*]

x = r "'; _i^ijL^i^ic,
|_ ^ nn}'i II] i — c' 2ria^\/i — c'J

Y — r — '"' ^^ ~ "' _ "'^^* — e'— I +e') 1 ^
|_

ria-c na^e J '

u= L_^,

y/i — e' rfC _ V rfC

_ 2 rfC y/i — e^— 1 -f- e' f/C
_^ 7 dC

na dti na'e de 2««'vi e' "^7

on aura, d'après les équations (R),

_/^Xsuia, _=:Ysn..A, -^ = Zsuia,

—r-=UcosA, —^ =VcosA., —r-— WSUIA.
dt ' dt dt

[*] Les lettres X, Y, tJ, V reçoivenl maintenant une signification différente de celle

(|iii leur a été attribuée page 23.
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Dans les seconds membres de ces équations, a, c, n sont des con-

stantes, et 7, $, 37, X ont les valeurs données par les formules (C); on

peut donc y remplacer y par y^ -+- Ay, et .1, [)ar x" -+- A.I., en faisant

Aa = m Al + ijIiAts + nuAQ,

uu bien encore -/ par /„ + A,-/ + Ajy et 1 par v," + A, al. 4- Ao^i, ou

faisant

AfA, = /«A, ), + m, A,?? 4- m^A, 5, Ao-l = /« AjX 4- m, AoW 4- /HoA.,5.

Si l'on fait cette substitution, qu'on développe les résidtats suivant

les puissances de A, 7, Aoy, A,.l,, Ao-V, en se i)nri)ant aux quan-

tités du second ordre, qu'on mette pour A, y, Aoy, A, A, AoA, leurs

valeurs, et qu'enfui on renq)lace y'sinS' par A^4-A,<', y'cosô' par

B^ 4- B, <*, on obtiendra des sommes de termes où le tenqis entrera

soit dans l'angle

.1," — nuS' ~ [in{n 4- A") 4- inj" -h nir^h'^jt 4- cousl.,

soit dans les quantités /j, (j. p,, </,, P, Q pai l'angle

5û = f>o( + ^.,

soit enfin explicitement en facteur. Ces expressions s'intégreront aisé-

ment, et on aura ainsi les valeurs de â,y, â, 0, c?, e, â, ro, c?, a, c?, X; de

la valeur de c?, « on coiiclura celle â.fi eu la multipliant uar ,

et on pourra calculer par suite fâ,ndt. Mais, avant d'écrire les for-

mules auxquelles on parvient ainsi, il est à pro[)os de distinguer plu-

sieurs cas.

Soit d'abord m'.^=o. Le coefficient C sera une fonction paire de y',

et nous l'écrirons C 4- Cy'', employant ici la lettre C non surmon-

tée d'une barre pour désigner seulement la partie indépendante

dey'; nous représenterons de même parX4- Xy'% Y4-ify"^, Z 4-Zy'-,

(j_l-Ûy=^ V4-Vy'^, W4-Wy'^ les quantités qui ont été appelées

tout à l'heure X, Y, Z, U, V, W.
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Soit ensuite m,— i i. Le coefficient G contiendra alors •/ en fac-

teur, et nous l'écrirons G-/'; les quantités appelées d'abord X, Y, Z, U,

V, W seront représentées ici j)ar X-/, Yy', Z'/, U'/, Vy'. Wy'. Nous

ferons de plus

al!, t= ml + in^TT. + in/j + m'V -f- in^^>',

en sorte qu'on ait

^o = iii, ± 0\

et nous poserons

\C = ml" 4- ;/z, 7-" -r iiu/j" +- in'l' -h /??',-'.

Soit enfin nî^ = ± 2. Le coefficient G contenant alors y'- en facteur,

nous l'écrirons Gy'% et au lieu de X, Y, Z, U, V, W, nous écrirons

également Xy'% Yy'=, Zy'S Uy'=, Vy'-, Wy'-. Nous poserons de plus,

pour ce cas,

1) = ml -i- m,zs 4- ni^Q 4- m' V ~ m\n:\

en sorte qu'on ait

,1, = b ± 2O',

et nous ferons

b"= 02/" + m,v;" -+- WoÔ^-f- m' l' -h m\zs'.

Nous poserons d'ailleurs dans ces différents cas

^^ = m 4^" + m, Ji^ -+- m.2 4^,

01c"= mD\V"-h mtOrC-i- m^DK',

X'"= m Ob'"+ m ,
X" -f- TOo Ob',

^^ =: m ^"' + m, ^' -h m. ^',

^i'' — mëC -h m, a" -f- «g a',

S"' = m s'" + m, s" 4- Wa §'?

5" = TO G'" -i- m, t" -I- /«2 C',

fx = m(« -!- À") + m, ;" + Wo /i° + in'ji'.
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Enfin l'indice zéro, placé au-dessous d'une fonction de 7, indiquera,

comme précédemment, qu'on y a remplacé y par y^.

Cela posé, on aura les formules suivantes :

Cas de iTÎ.^ = o.

Terme considéré de R, : \C + C7'') coScl,.

Déterminons les vingt quantités R,, Kj,... R^o à l'aide des équations

'^-;r^[-(fU-x.,-],

^^ =-i(FiM[(^) *-"»-'] -ri»/"

^' =-M;r^[(^),* -".*']-*- rix"^-

K,| = 2K6, K,2=2K5, K,3 = K.j, R,j = K8,

''" =
- .--'-.[5 (^).'^- K?).('^

-' «') -'
^
''•(^" - -""i]'
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Dans ces équations, remplaçons partout les lettres X et K par les

lettres Y et M; elles détermineront vingt nouvelles quantités M,,

Mj,..., M„o- D.ins les mêmes équations, remplaçons partout les lettres

X et K par les lettres Z et P; elles détermineront vingt nouvelles

quantités P,, Po , Poo-

Déterminons ensuite les vingt quantités L,, Lavi Ljo à l'aide des

équations

L, = -V„dV\

L, = —(—] (/3K"'+ 3]1C) ^ - L3,

'.= î7^Xl[-(f).'^+^''<-"]'



I
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''Il ^^ 2ljs, \j,n = 2L5, L,3 := L,, L,, = Lj,

J (^ — 2 //„

Dans ces équations, remplaçons partout les lettres U et L par les

lettres V et N ; elles détermineront vingt nouvelles cpiantités N,,

No,..., Njo- Dans les n)èmes équations, remplaçons partout les lettres

U et L par les lettres W et Q; elles détermineront encore vingt nou-

velles quantités Q,, Qo,..., Qo».

Tome XV f:;*' série). — Février 1870. O
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DélerminoDS enfin les vingt quantités FI,, FIo,..., Un,, à l'iiide des

équations

,, 3 « P, 3 n P, o « Ps " P.
II, = h3-- f-q--»

2 fi « 2 fi « ji a '' a* Il

j-, 3 « Pi „ « Pj « Pi
IJ,, =- — J_^ —.g_^—

,

2 (i a (i' rt ' [*' «

j-, 3 n P., 9 « P,

2 [i rt 2 fi- a

2. fjL a

'

2 fl
— //, a

a fi -I- /(„ n

3 n p, i

2 p -f- A, O 2 ( fi + /i„ )' «

3 « P„ 3 « P;

2 fi — //„ rt 2 (fi - /j„)= «

n,, = aCtt, n,o = 2n,, n,3 = n,, ii,, = n^,

3 n P„ 3 rt V„ ., « P,,
n.

2 fi — /((, rt 2 (fi — Ao)' n (fi — /;„)' a

j-j 3 n î^o _ 3 n
Ei^ _ -ï " Pi«

'" ~ a p 4- //o « a (p -I- /i,y- n
(f*
+ /i»1= «

'

„ _ _ 3 « ï"" _ ^
" P" ^ " l'"

'^ ~ 2 fi + 2/(, o 2 (fi -1- 2/j„)' n {fi-ha/i„Y (I

„ 3 n P,B 3 n P|, T « Pjj

"*
2 fi

— nli„ a 2 (p — ili,,y a (p — ih„f a

" 2 p -+- 2A„ a
[V- + 2Ao)= fl

_ 3 n Pn. _ o j" P^o

'*~"2p— 2/;„ fl (p -?,/)„)' o

TI — _ ^ " p.»"~ 2p-i-2/l„T'

n 3 « P„
H20 = • r —2 p — 2 «0 n



PURES ET APPLIQUÉES.

On aura alors

59

(?,V = r- ^^0 + K,(A=+ B")1cos.i,»+K,(A= + B^)<sin.l,''

K3(A•--^ R^)/-cos.l»+K,(A-

-4-K,

-+-K,,

+- K.,6

+ R„

— K.|9

\ cos

A cos

A si 11

A sin

A sin

A , sin

A, cos

A , cos

A, sin

A, sin

^i.» - e.

.1..» - 5„

-v" + 5„

.1,°

x" + 5o

•A,"

i(B=- A=')cos

i(B'-- A=')cos

j(B-- A=)sin

|(B=- A') sin

i(B^- A*)cos

J-(B-- A^)cos

— B sin

4- B sin

— lî cos

-h B cos

- B, cos

-f- B, cos

-\- B, sin

— B, sin

— B, cos

+- B, cos

.1,»-+- 2^0

,1." 2$,

A," -4- 2 5„

.1,"- 2 5„

-A."— 260

-+- B-)/-'sin.l."

A..»- 5.,)]

V + ©„)]<

+ ABsin(.C-f- 2Ô„)]

- ABsin(A."— 2 5„)]

- ABcos(.l,<'+ 2g„)]f

-+- ABcos(.i,°- 2 5„)]<

+ ABsin(.i,''+ 20„)]l'

- AB sin (.1.0- 2$„)](-;

si clans le second membre de cette formule on remplace les lettres X
et R par Y et M, on obtiendra la valeur de d*, e; si l'on y remplace les

lettres X et R par Z et P, on obtiendra la valeur de c?, <7. On aura en-

8..



6o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

suite

^, 5 = riU„ + L,^A=-f- B=)lsiii-l."+ Lj(A-+ B')/ cos-.l."

+ L3(-l.-+ B'^)^»sin-t''-+- L,(A'+ V,-)/-cosX''

-+- Us [
A siii (.A." + 5^) H- B cos(-A." + 5u) 1

-h U [ A sin (.V - 5o) - B cos(a/' - 5„)J

+ U, [Acos(A."- $0'-^ Bsin(-l" - 0„)]t

+ L4Acos(-i,»+ 5o)- B sin(.v,"+ 0„)]

-h LolA,cos(,i„"-5„,n-B, si.)(.v''- 5„)j

+ L,„[A,cos(a,"+ 5„) — B, sin(,\.."+ 5„)]

+ U,,[A,sin(.V- 5„)-B,cos(.t" - 5,)]^

-HU,j[A,sin(=v,''-+- $„) + B,cos(.A.,''+ 5„)J<

+ U,,[A,cos(.A.''- 5o) + B, sni(.l,"- 5„)]/-

+U,.,[A,cos(-l."+5„)-B, sin(-i''+ !/„)]/-

+ L,5[i(B=- A--^)sin(.A."+ 20,)- ABcos(a./'+ 25„)J

+ I^.a[i(B= - A^)si.i(.L»- 25„l-h ABcos^A"- 25„)]

+ U,,[{(B-- A-)cos(A."-h 25„)4- AB*iiHA/'-H 25„.)J/

+ L,sfi(B-- A'-'jcos^A.,"- 25„)- ABsin(A."- i5„)\t

+ U,o|i(B^- A^)sin(A,''-+- 25oi- ABcos(A,"+ 25„)J/'^

-4-U„[i(B"-- A-)sin(,l,"- 25„)+ ABcos(.V- •25,,)]'';

SI dans le second membre de cette formule on remplace les lettres U

et Upar Vet N, on obtiendra la valeur fie c?, ît ; si l'on y remplace les

lettres U et U [)ar W et Q, on obtiendra la vnlenr de o, ).. On :tnra
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enfin

+ n3(A^-^ H=)<=sin,l.«+ ri^fA^+B^l/^cosa.»

+ n, [A sin(A.''-+- 5„)-i- Bcos(a.,"-+ 0^)]

4- n„
[
A sin(.V- 5J- Bcos(a.."- 5„)]

+ fi, [ A cos(..i," - 5„) + B sin (a," - $^)]t

^ II»
[
AcOî.(-.l.,«+ 5„)- Bsin(a.''+ 9,)]t

-+- 11, [A.cos(.i."- 5„) + B,sin(-A,''- 5„)]

+ n,„[A,cos(,v«4-5„)-B, sin(a,"4- 5„)]

+ n,,|A, sin(..i,»- 5J- B,cos(-i"- 5„)]i

+ n,,[A, sin(A,"4- 5,)-+-B,cos(.t"-H 5„)J<

+ ri„[A,cos{..t''- 5„j+B, sin(.V- $„)]<^

+ n,,[A,cos(-t"H- 5„)-lJ, sin(A.''+ 5„)]/^

4- n,4|(B='- A«)siu(.A," -H 25.,)- ABcos(a,''-f 25„)J

-(- n,6[|(B-- A^)sin(.t»- 20o)-h ABcos(.i."- 20„)\

-+- n,4|(B-- A=)cos(.i,°-(- 25„)-^ ABsin(,A»-+- 20„]]t .

+ n,g[^(B-- A»)cos(.e'- 25„)- ABsin(.i"- 2$„)j<

H-n,,j[i(B^- A=)sin(.l," + 25„)- ABcos(.l_,"+ aS,,)]/!-

+ n.„[i(B^- A=)sin(-v"- 25„)-h ABcos(.V- 25,,)] /^

(Jbservons qne dans ces valeurs de c?, y, c?, 5, /5,// (^// et dans les

valeurs de o, p, 3, st. â,a, (?, X qui s'en défluisent, les termes d'argu-

ments ^°±9„ ont des coefficients du premier ordre au moins, et

que les termes d'arguments a" ± -iO^ ont des coelficicnts du second

ordre.
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Cas (le m'., — -h i

.

Tonne tonsiiléré de R' : Cy'cosA =; (>/' cos(i)i) -i- 6').

Délerniiiions les six quantités K,, K.,,..., K.j à l'aide des équations

* u — /(, L V'^^y/o J (i — /r., n — Zi,

Dans ces équations, remplaçons partout les lettres X et K parles

lettres Y et M; elles détermineront six nouvelles quantités M,, M^,...,

M^. Dans les mêmes équations, remplaçons partout les lettres X et R
par les lettres Z et P; elles détermineront encore six nouvelles quan-

tités P,, P,,...,Po.

Déterminons ensuite les six quantités L,, Lj,..., I-g à l'aide des

équations

U = —-rF- (?") 3lt + Uo 0R"1 + -^Lo, U., = ^- 1-5-

Dans ces équations, remplaçons partout les lettres U et L par les

lettres V et N; elles détermineront six nouvelles quantités N,, N.,...,

I
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N^. Dans les mêmes t'qualions, remplaçons partout les lettres U et L
par les lettres W et Q; elles détermineront encore six nouvelles quan-

tités Q,, Q,,..., Q..

Déterminons enfin les six quantités n,, n^,..., Ilj à l'aide des é(pia-

tions

„ > " P'
, i " Ps n ^ " P-

r> " Pi
Il , = J -—- — -+- J ;

;
— » ll„ =: ; — J — •

Ift + IhY a i(i -I- /(„]' <i • i ji -i- /i„ Il If* -t- ''«) "

n 3 « P,
IJ3 = — —

>

• 2 ft -H "o «

(p — //„)' n (« — //„)' Il ° 2 ft
— /la (1 !f — lij)' tt

Il
-_ 3_^P^

2
f*

«0 (1

Un ama alors

1 7 = — X„ ( A ces ni," 4- B sin vl,,, )

+ • X„( A siniil,"- lîcosiii,")/ - ^X„(A, sin )i'./' - lî,cosi(!>")

+ 4XoCA,cosDi,"-i- 15, sin m,";/ i- - X„(A, sinv'.." — 15, cosv!,")/''

-I- K,(A=-+- B-)cos(iP.,"-+- 5o)-h Ko(A=-f- B^)/ sin(,i!." -h Ô„)

+ K3(A=+B-)r'cos(YH."+5„)

-H K4J-(B-- A-)cos(»i«,"- ô,,)- ABsin(ii!,''- 5„)]

-+-. K4J-(B='- A =
) sin(>i!,"- ô„)-f- ABcos(m,"- &,,)]/

+ K4^(B-- A = )cos(it!>"- 5„)- ABsin(.ii."- 5J]/.-.

Si dans le second meud)re de cette loriniile uu lemplace les lettres

X et K par Y et M, on obtiendra la valeur de c?,e; si l'on } remplace

les lettres X et K jiar Z el P, on obtiendra la valeur de 0,(7. (Jn auia
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ensuite

o\ 6 = - - Uo ( A siii lis" - B cos vi")

+ - Uo( Acosii!,"— B sinii!,")/ - ^ U„( A, cos»i'.," -h H, siiiu!.")

~ U„ (A , siii II'.,"— B, cos \\\." )t -h - U„ ( A
I
cos ifr" + B, sin ift,")

/'

+ U,(A=+ B-)sin(ii!,''+ $o)+ T^2(A=+ B=)< cos(ii'.," -f- O^)

^L3(A=+ B=)/-sin(y'„"+5„)

+ L,[|(B=- A-)sin(iit>''-eo)+ ABcos(iO/ - 5„)]

^ L4|(B-- A^)cos(ii!,"- 5„)- ABsin(ifc»- 6„)]t

^ r.„[i(B-- A^)sin(ii'/- 5„)+ ABcosfife" - 9„)]/-.

Si clans le second membre de celle formule on remplace les lettres

U et L par V et IN, on obtiendra la valeur de â,u; si l'on y remplace

les lettres U et L par W et Q, on obtiendra la valeur de 5,).. On aura

enfin

f "c?, « n^/ = - 3 ^ -
( A sin v'/ - B cosu',,»

)

-h - -^ — ( A cos II!," + B sin \i!>" 1 1
2 fi' a ^ '

- 9^-fA,cosiil," + B, sinii!,")

- 6-^ -(A, sinus,"- B,cosii!.")i!
fi' fl ^ '

+ - ^ — ( A , cos iiî," + B, sin m,") t^

-4- n,(A--h B-)sin(iil,"-f- 5o)+n2(A'-+- B=)<cos(ii!,"-4- 5„)

-h n3(A--+- B=)<^sin(ii!,"+ôo)

-H n,[i(B-— A-)sin{iis,"- 5„)-f- ABcos(iil,"- 5„)J

-H n5[-|(B=- A'^)cos(d\,°-5„)- ABsin(ii',"- 5„)]^

•4- n6[i(B-- A=)sin(iii,''- 5„) + ABcos(ia,»-.5„)]<-.
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Observons que, clans c<-s valeurs de (j*, y, c?, 5, fâ,ndf, et dans les

valeurs de â, p, â, sr, c?, «, 5, X qui s'en dr-dnisent, les termes d'argu-

ment ii!>" ont des coefficients du [iremier ordre an moins, et les termes

d'arguments yH," ±: 0„ des coefficients du second ordre.

Cas de m'.-, = — i

.

Terme considéré de Rj : Cy'cos.l, = C7'cos(\(l) — 6' i.

Déterminons les six ciuantités K,, R,,. ., K^ ;i l'aide des éqnalions

3.(11 — /i„)l\dy J-o^ "V
I

K, '-=
^ ' ., [- (^) .m + X„;m"l ^ K,. R, = -L~ R„

K, = -^ r('^) OR + Xo .m-l - -^ Re, R, =. —V K,.

Dans ces étiualions, remplaçons partout les lettres X et R par les

lettres Y et M; elles détermineront six nouvelles (piantilés M,, Mj,...,

M8;daus les mêmes équations, remplaçons parloul les lettres X et R
par les lettres Z et P; elles détermineront encore six nouvelles quan-

tités P,, P^,..'., Pe.

Déterminons ensuite les six quantités L,, I-2,..., Lj à l'aide des équa-

tions

1-5 - —V r(¥^ ) ^'^ + Uo ;)!".-
1 + ^- L„ L, ^ ^- L,.

Tome XV (2' série). — Février 1870. 9
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Dans ces équations, remplaçons partout les leltres U et L par les

lettres V et N; elles détermineront six nouvelles quantités N,, No,.--,

Ng; dans les mêmes équations, remplaçons |)artout les leltres U et L

par les lettres W et Q; elles détermineront encore six nouvelles quan-

tités Q,, Q2,-..,Q6-

Délerniinons enfin les six quantités FI,, Ho,---, Hcà l'aide des équa-

tions

n q " P-'
, î " P' n 3 /? Pj o « Pi

1
1 1 — — j r— — -h j j—- ~ > 1

1
2 — -, -J

, ri; — '

(fi — Aj)' a (fx — /;„)' « 2 ti — ha II (fi — «oj- a

3 « P3
n, = -

1
tf.
— li^ a

(fi + /i„)»n ((i-+/(„f « i^ + li„n
(Y- + II,- n

3 « Pc
rio = -

-f- //o «

Ou aura alors

o\ 7 = — ^ Xo (A cos 11!.°— P, sin tft,"} — - Xo (A siu ni," + R cos tfc")

f

'
ji' fi

^

4- 4^u(A|SinD!,"+ RiCosiK,") — ^X„fA, cosD'o»— R, sin ni,",/

f^ fi-

— - Xo(A, siini'„''-4-R,cosirt.")t-
fi

+ K,(A-4- R-)cos(,fe''- eo) + K,(A^•^-R^)<sin(D!,°- 5o)

^ K 3 (A- -f- R- ) l- co.s ( Db« - Ôfl 1

+ K^[U1''' - A") cos(iiV' 4- 5o) + AR siu (il!," + 5o^]

+ K5[^(R- - A-) sin(iis,°+ 5„) - ARcos(ii>." -)- 5,,)]/

+ Rs r|(B-^ - A=) cos(iib'' + (;„) + AR sin(in," + 0„)]t\

Si, dans le second membre de cette foruude, on remplace les lettresX

et K p.ir Y et M, on obtiendra la valeur de (J, e; si l'on y rem|)lace les

lettres X et K par Z et P, on obtiendra la v;ileur de c?, a. On aura
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ensuite

$,5=1 Uo(A sin K!," + B cosi)î,°) - - Uo(A cosiPo" - H siuDb")^

+ — Uo(A, cosvl,"— R, siinii.°j + —^ UofA, siini'..„+ B,cos\i!,o)/

— - Uo(A,cosii'.,"- I5,sirnii.")/'

(AM- li=)sin(iis,"-5„^ + Lo(,\-+ l!=j<cos(irt,''-e„)

(
15= - A'') 810(11!." 4- ô„) - AB cos( i(!,« + (5J j

HB= - A=) cos(ii!," + ùo) + AB sin(D!,'' + Ôo)J <

|(B-- - A=) sin (ii!,° + 5„) - ABco!,( II!," + Q^)]t-.

Si, dans le second membre de celte formule, on remplace lesletttesU

et L par V et N, on obtiendra la valeur de (J, n ; si l'on y remplace les

lettres U et L par W et Q, on obtiendra la valeur de c?, ),. On aura

enfin

r 0, «r// = 3 ^ - ( A sin afi," H- B cosaib")

-, — (
"^ cos-i(\,° — B sin U!,"] <

+- 9— — (A , cos iiî,"— B , s i II n!, »)

-H 6 4 — (A, sin !!!,•'+ B, cosii!,")^

3 /t Z«
(A, cosiil,"— B, sinai!,'')^'

+ n,(A^+B»)sin(ii!,«-Ô„) + n„(A=+B=)/cos(>i!,°-e„)

-»-n3(A*4-B2)<=sin(ii!,»-Ô„)

+ n4|(B2 — A=)sin(iiî,'' + 6„) - ABcos(ai!,° + 6„)]

-)- n5[|(B^-A=')cos(ii!,'' + 9„) + ABsin(D\,«+Ô„)]<

+ U, [^_{W - A») sin (,)!," + 5„) - ABcos(iiî," + B„)\ t\

Observons que, dans ces valeurs de â^ y, â, 6, f â,n(i/, et dans les

9 •
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valeurs de &,€, â, tr, o,a, 9,X qui s'on déduisent, les termes d'argu-

ment «>," ont des coefficients du premier ordre au moins, et que les

termes d'arguments iib" =t Q^ ont des coefficients du second ordre.

Cas de ni'^ ~ + 2

.

Terme considéré de R, : C7''cos^l, = C'/'-cos'^b + 29').

On a

$,y=: lxo[i(B=- A=)cosl/- ABsinb«j

+ 4 Xo[i(B= - A=) siiib» + AP.cosh"]/
f

- -X„[-HR-- A=)cosb<'- ABsinl."]/-.

Si, dans le secofui membre de celte formule, on remplace la lettre X
par la lettre Y, on obtient la valeur de o, e; si l'on y remplace la

lettre X par la lettre Z, on obtient la valeur de 5, a On a ensuite

5,9= - iUo[i(B=-A^)sinb° + ABcosb'']

H- iUo[^(B-- A')cosb» — ABsinb"]^

+ - Uo[i(B=- A=)sinb'' + ABcosb'']<".

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace la lettre U
par la lettre V, on obtient la valeur de 5, ro; si l'on y remplace la

lettre U par la lettre W, on obtient la valeur de 5, X. On a enfin

f^.nHt ^- - i8^^[i(B-- A-)sinb'' + ABcosb»]
« Z,

fi' a

+ i2^-ri(B=- A=')cosb°- ABsiub"W

^_ 3 -?îri(B^-A^)sinb»+ ABcosb"]/-.

Observons que, dans ces valeurs de o, y, ^,0^ f(^,n dt, et tians les
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valeurs de 5, c, 8, rs, (î, «, 0, X qui s'en déduisent, tous les leniics sont

(In second ordr<\

Cas de m'.^= — a.

Terme considéré de Rj : C7'-' cosX =: Cy'^ cos(b — afl' ).

On a

5, 7=4x„[{(R='-A=)cosb''+ ABsinb"]

+ 4x„[|(B^- A=)sinb" - ARcosb»]/

- 2x„[|(B=' - A=)cosb''^-ABsinb'']<^

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace la lettre X
j)ar la lettre Y, on obtient la valeur de 0, e; si l'on y remplace la

lettre X par la lettre Z, on obtient la valeur de 5, a. On a rusniie

5, 5=: - iu„[i(B-- A=')siub''- ABcosb"]

+ -,Vo[i{^-- A=)cosb''-+- AB sinb"l<

-t- - U„[|(B2 - A=) sinb»- ABcosb'']/^.

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace la lettre U

pnr la lettre V, on obtient la valeur de 5, w; si l'on y remplace la

lettre U par la lettre W, on obtient la valeur de 5, ).. On a enfin

f8,r,fft^- iS~~[{(rr-\^) sinb»- ABcosb»]

+ ,2 --"[KB^- AMcosb»-)- ABsitil.'M<

+ 3 l?îr-L(B=-AM sinb"- ABcosb» 1<^

observons que, dans ces valeurs de 5, 7, 0, 9, / 5, n/it, et dans les

valeurs de à,e, §, ot, ô, a, 0, X qui s'en déduisent, tous les termes sont

{\n second ordie.
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„ ,. , dS,n ^ /3J\ flS.l ^
Reveiic)ii!) maintenant aux tormiiles —;— = o, — 1) —-— —- o, S, qui

doivent nous servir à calculer les doux parties Jo, ndt et Sj). de rî, /•

Cliaque terme de l'une ou l'autre des quantités -^j S provient de l'un

des termes de la fonction peitnrhatrice totale R et a le même argu-

ment. Par conséquent, on retrouvera dans oJ — ] et dans 5,8 les

.irgumcuts de la fonction R combinés par addition et soustraction avec

les arguments ,1.", .l,"±9o, A."±29„, \\\,'\ m," it 5^, b" qui figurent

dans les valeurs de 0,^, 0,5, o,e, 0,7^, ^,n, c?, À, fâ,ndt. Repré-

sentons un argument quelconque de R par H, ou par W ± 5', on par

(j/ ± 25'[*], suivant que le coefficient de 0' v est égal ou à zéro, ou

à ±1, ou à ±2; remplaçons d'ailleurs ysin5', y' cosO' par leurs

valeurs A< + A, t-, R^ + R, t^, de manière que 5' ne figure plus dans

les arguments. Alors, et en négligeant toujours les quantités d'ordre

supérieur au second, <î|(—7)' 0, S se trouveront exprimés par des

sommes de termes dont les arguments seront de l'une des formes sui-

vantes :

-A." - Û, -l." ± 5„ ± Û, A." ± 2 5„ ± Û,

V\.'>±Q, ilî/drîodrÛ, b" ±n,

A-" ± W, A," ±0o± W, ilî>" ± ^, A." ± (}

.

Les coefficients de ces ternies contiendront la variable y et les

angles 5, rô, ). entreront dans les parties it Q,± ^, ± t|; des arguments :

or ces quantités y, 5, zj, X doivent encore être remplacées par 'y„ + A7,

5" -H A5, 37" -H AsT, X°-(- AX. Faisons cette substitution et appelons iî",

W, 'J/° les angles fonctions linéaires du temps auxquels se réduisent il,

y, lifi, lorsi|ii'oii remplace /, zs, û par /", tt;", 5°. Alors 5, ( —
|

et o, S se

composeront de tennis ayant des arguments de l'iuie des formes sui-

['] Les Icltrcs il. M', i reçoivent ici et garderont désormais «ne signification diffé-

rente de celle qui leur a été attribuée p. 3o.
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iiî," ± (à\ .1!," + Û" ± 5„, b» ± ir

,

.Cil'", .l.^ztWdzQ,, ii'.,"±^-", .l,"±d.".

Comme d'ailleurs les itrgiimeiils qu'on vient d'énumérer a|)[)arlie!i-

droiit, à l'exception du jiremit r, à des termes qui seront au moins du

premier ordre, on pourra remplacer £/„ ;
ar S", qui n'en diOère que

d'une (pianlité du second ordre. Nous regardeions donc définitive-

ment ^) ( — ) et fî|S comme composés de termes dont les arguments

sont de l'une des formes

a:> ± û», X" ±Û''±0\ A." ± i2"> rt aC",

t)!,°itO% M]," ± ii" ±1 6\ h^^ii»,

J^ _|_ ij-o^ A,<>dzW±0\ xWy" ± T» , a." ± 4>"

.

Chacun des termes dont nous venons d'indiquer le calcul proviendra

de la combinaison d'un certain terme de Ro ayant pour argument ,l,

ou ift, ± 5', ou b± -25' avec un certain terme de R ayant pour argu-

ment fl, ou Y rh 6', ou ilfi ± 26'. Nous avons à examiner maintenant

quelles sont les combinaisons de ce genre qui peuvent nous donner,

dans 5, (—1 et dans d, S, des parties non périodiques, c'est-à-dire ne

renfermant |)as comme facteur le sinus ou le cosinus d'un angle qiu

varie avec le temps [*].

Or il est clair que la condition nécessaire et suffisante |)our qu'on

obtienne de telles parties est que, dans quelqu'un des angles

( XdzLI, xàz<2± 0, A. ± ii ± 2 5,

{a) - II!, ± ù, iPo ± fi ± 5, b dr O,

' x ± «F, .1, ± «F± 6, ift, ± 'F, .V. ± ^,

[*] On se souviendra que nous regardons l'angle ct' comme une conslante, et

qu'ainsi un terme renfermant en facteur le sinus on le cosinus d'un miilliplf de a' ne

doit pas élre considéré comme périodiciue.
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les coefficients de Z, tû, 5, /' se lédiiisenl tous les qiinlre à zéro, ou, ce

qui est la inéine rliose, qu'un des angles de celle liste se léduise soil à

zéro, soit à un uniltiple tie rz' . Il sera donc aisé, à l'uispection du l'.é-

veloppenient de la fonction perturbatrice, de reconnaître quels ternies

de Ro on doit associer à chaque terme de R.

Lorsqu'on néglige les puissances de 7' supérieures à la seconde, les

coefficients des différents termes de R sont, comme on l'a déjà dit, de

l'une des formes C + Cy'*, (j 7', Cy'* ; les quantités C, C peuvent elles-

mêmes élre (léveloppéi-s suivant !es puissances de y, e, e', -, •• nous

pousserixis ces dévelo|)|>emenls jusqu'au qualriéme degré, en regar-

dant y, e, e', \ —, comme du premier. Nous négligerons, par consé-

quent, les lermes de R dans lesquels la somme des exposants de y, e, e',

i/— serait su|)érieure à [\.

Le développement de R ainsi limité se compose de quatre cent huit

termes. Le défaut d'espace nous empêche de transcrire ici les valeiiis

des coelficieuts; nous nous bornerons à donner la liste des argiunents,

en accompagnant chacun d'eux iluii numéro d'ordre qui servira à

désigner le terme coirespondanl. On se rappellera d'ailleurs que le

coefficient est de la forme C -t- Cy'-, ou Cy', ou Cy'^, selon que le

multiplicateur de 5' dans l'argument est zéro, ou ± ), ou ± 2.

Tableau des arguments des différents termes qui composent

le développement de R.

NOS

d'ordre.

0.

1.

2.

3.

i.

5.

6.

7.

8.

ARGU.MEMS.

O

il — iV
2/'— 26'

/'- c'

/ — CT

a/— 3/'-(-n'

l +VS — il'

JjOS

d'ordre



pjos

d'ordre.

-27.

i».

29.

;w.

31.

32.

33.

3i.

3.">.

36.

37.

.38.

39.

il),

il.

4-2.

13.

4i.

m.

tf).

47.

48.

49.

51.

52.

o3.

54.

53.

56.

57.

58.

.59.

(iO.

61.

6-2,

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

7].

/-t-'C —

/-4-n-

3/- CT

3/- a
— 2CT H

ABGUMENTS.

-/'- b'

-3/'-+-o'

cr — /' — c'

— 3/ t- ct'

2/'

r — ï/'

2/ — 29

— 20-4- 2/

/-/'

3/- 3/'

.2/_ô_/'_o'H-9'
2i/_0._ 3/'_|_o'+ 9'

/4-0 — 9 - il'-y-O'

3/_o — 0- 2/'+ 9'

6 + /'— o'— 0'

— 9 + /'— o'+9'

/ _ o + 9 - 9'

/_ CT — 5-t-O'

il- 9 + /'— n'— 0'

2/— 9 — r+îi'— 9'

/+or — 9 — 9'

3/— n — 9 — 9'

— 9 + /'+o'— 9'

-9 + 3/'-o'-9'
/— o — 94-2/'— 9'

/_ o-h9-2/'-|-Ci'

il—id — iJ'-h-JtV

2/— 29 + 2/'— 29'

29-29'

2/-f- 2/'— 2ct' — 29'

2/ — 2/'+ 2a' — 29'

/-)-CT-i-r— o' — 29'

/-i-c — l'-i- u' — 2 9'

3/— 57+/'— ct'— 29'

3/ — o — /'+ c'- 29'

2CT — 29'

4/ — 2<I — 2 9'

4/' — 2ct'— 29'

/— -3 -\-l'+a'— iV
/ — a + 3/'— ct'— 29'

l—Z! — l' — c'+29'
/— CT — 3/'+w'+ 29'

•i.1 — 113 -\- 7.1' — 2 9'

lt—1- — 2/'+29'

/ + /'-29'

PURES ET APPLIQUÉES.

I

NOS
Ij, , ARGUMENTS.
' d ordre.

I

72. /-3/'+29'

j

73. 3/ — /' -29'

! 74. 3/'-3ii'

75. /— 13 + 2/'— 20'

76. /— tI-2/'+2o'
77. 2/ — 2CI+ /'— n'

78. 2/— 2CT — /'+ n'

79. 3/-3o
80. 2/ + /'-3o'
81. 2/-5/'+3n'
82. /+n — 4/'+2n'
83. 3/— o — 4/'+2o'
84. — 2c + /'-!- ra'

85. — 2CT + 3/'— c'

86. 4' — 257 — /'— n'

87. 4/— 2CT— 3/'+c'

88. /— 3w + 2/'

89. 5/-3o — 2/'

90. 2/— 29 + /'— o'

91. 2/-29-/'+n'
92. /+n — 29

93. 3/-= -29
94. — 29 + /'+o'
95. — 29 + 3/'— o'

96. /-n-29 + 2/'

97. /— n + 29 — 2/'

98. / — ra'

99. /-2/'+c'
100. -n + /'

101. 2/-n-/'
102. 3/-2/'— n'

103. 3/— 4/'+n'

104. 2/+0-3/'
105. 4/ — — 3/'

106. 2/- 9 — 4/'+2n'+9'
107. /+ n-9-/'-n'+9'
108. /+^-9 — 3/'+ o'+ 9'

109. 3/-T:r-9 — /'— o'+9'

110. 3/— t:;- 9 — 3/'+ct'+9'

m. —20 + 9 + 2/'— 9'

112. 4/— 2CT— 9 — 2/'+9'

113. 9 + 2/'— 2n'— 9'

114. —9 + 2/'- 20'+ 9'

115. / — CT+ 9+ /'-o'— 9'

116. /— CT + 9 — /'+ a'— 9'

73

Tome XV (1» série). — Map.s 1S70.

Hjos

,, , ARGUMENTS,
d ordre
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doidre.
ARGUMENTS.
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ternie de R. Les termes éftnt désignés par leurs numéros d'ordre, con-

formément au tableau ci-dessus, prenons d'abord dans R le terme o.

Il est de la forme (C + C^'^) cosO, l'argument D se réduisant ici à

zéro; les angles à considérer dans la liste («), page 71, sont donc A, -i ±5,

-l. it 2 5, ni,, \i!) ± 5, b. Comme d'ailleurs la somme des multiplicateurs

de /, s, ô, /', et' est toujours zéro dans A., ± 1 dans \)l,, ± 2 dans b,

|)oiir qu'un des angles A,, x± 6, A ± 1Ô se réduise soit à zéro, soit

à un nniltiple de 70', il faut qu'on ait »l = o, ou -A = ± (26 — aw');

pour qu'un des angles Dl, d1, rt 6 se réduise à zéro ou à un multiple

de zs', il faut qu'on ait wh = ± ^, ou dï, = ± (5 — 2zô'); enfin, pour

que b se réduise à un multiple de v;\ il faut qu'on ait b = 2zs'. Aucun

des termes de Ro compris dans le développement précédent ne satis-

fait à l'une ou à l'autre de ces conditions : ainsi auciui terme de R2,

associé au terme o de R, ne donne de partie non périodique dans ôj /.

Prenons ensuite dans R le terme i. Il est encore de la forme

(C -I- C7'^)cosi2, Q. étant égal à 2/ — a/' : il faut donc ici que l'un des

angles a ± {-il - 2/'), .L ± (2/ - 2/') ± 6, A ±{il- 2I') ± aS,

1)!, ± (2/— 2/'), ni, rh (2/ — 2/') ± 5, l)± (a/ — 2/') se réduise à zéro

ou à un multiple de ^'. Comme, dans notre développement de R, les

arguments sont toujours écrits de façon que le muiti()licateur de / y

ait le signe +, on ne pourra satisfaire à la condition énoncée qu'en

faisant l'une des hypothèses suivantes :

,A,= 2/— i/', A,= 2l-hi9—2l'—2Zr,\ -V,= 2/— 25— 2/'+2?r',

ll!,= 2/+5— 2/' it!,= 2/— 5 —il' l)!,= 2/-(- 5 — 2/'— 27r',

yli,=2/— 5— 2/'-|-27r;', b =2/— 2/'-)- 2?^', b =2/— 2/'— 2T5'.

De ces neuf hypothèses, la première est vérifiée par le ternie i de R.,

la troisième par le terme 2x3, la cinquième par le terme 10, la septième

par le terme 1 22 et la huitième jiar le terme 57; les autres ne sont vé-

riHées par aucun des termes de Ro compris dans notre développement.

Ainsi on obtientira des parties non périodiques de (), / en associant au

terme i de R les termes 1, 10, 67, i 22, ai 3 de ir.

En continuant ainsi, on verra quels termes de R. doivent être asso-

ciés avec chaque terme de R, et on trouvera que le nombre des com-
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binaisons satisfaisant aux conditions énoncées ci-dessus est de 763.
Mais, avant d'en écrire le tableau, il convient d'expliquer le partage
de ces combinaisons en un certain nombre de groupes pour cliacun

desquels on peut construire des formules générales donnant les parties

non périodiques correspondantes de à^l.

Si l'argument du terme pris dans R, ou, pour parler plus brièvement,
si l'argumeiil de R est de la forme û, c'est-à-dire ne contient pas 5',

l'argiuiunt de R, devra être de Tune des formes

t, m, -(- 5', iiL, — 5', h+u5', l) — 25'.

Si l'argument de Rj est de la forme ,1 , on devra avoir i = Ù, ou
,K, = Q. — i5 -h 2sr', ou X = + 2Ô — 2ro'; s'il est de la forme iib -t- 0',

on devra avoir ni. = 12-5, ou us, = o + g _ 2zs'; s'il est de la forme
«î> — 0', on devra avoir oib = fl + 0, ou ii\, = û — 5 + 2-'; s'il est de
la forme b -f- 25', on devra avoir b = ii — 2ot'; s'il est de la forme
b — 26', on devra avoir b = û + 2-'.

Si l'argument de R est de la forme W -+- ô', celui de Rj devra être de

l'une des formes X, m\> + 0\ iis> — 0'. S'il est de la forme i, on devra

avoir .\, = W -h 0, ou A. — H— -h 2ot' ; s'il est de la foime m\, -+- 5',

on devra avoir ^L = *F ; s'il est de la i'orme m\, — û', on devra avoir

ii<, = 4^-1- 25r'.

Si l'argument de R est de la forme Y - 0\ celui de R. devra être île

l'une des formes el., ni, + 5', a(!> — &'. S'il est de la forme A., on devra

avoir ,1, = W — 5, ou X = W -h — 27:0' ; s'il est de la forme ut -+- 5',

on devra avoir »i, = 4- — 2t«'; s'il est de la forme dî, — 5', on devra

avoir u!> = 'F.

Si l'argument de R est de la forme iL + 2(5', celui de Bj devra être de

la forme -l, et on devra avoir l = i}/ -1- 27^'

.

Enfin, si l'argument de R est de la forme tj; — 2(J', celui de R., devra
encore être de la forme ^l.; mais on devra avoir -X = ^ — iv,'

.

On est conduit par là à distinguer dix-neuf cas, que nous rangerons
dans l'ordre indiqué pnr le tableau siiivau! :
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i" cas

•2" cas.

3= cas.

4' cas.

5" cas.

6' cas.

7° cas.

8" cas.

9'' cas.

10'' cas.

I

I

" cas

.

12' cas.

iS' cas.

14° cas.

i5* cas.

16*^ cas.

17" cas.

18" cas.

19" cas.

ARGIMENT

de R.

ii

n
il

a
a
a
a

0'

Ij'

M — V

a

i - l'j'

>r ^- V
H- 9'

T-rO'
4- _ r/

ABGL'.ME>T

de B,.

=1.

A.

,1.

Ut-O'
all> - 9'

ift, H 6'

l)î, -i-
9'

.1.

-A.

b — iV
b4-29'

el,

DÎ. + 9'

«\>-9'

1)1.-9'

llî, + 9'

RELATION ENTRE LES DEUX ARGUMENTS.

X = a — 'aO + 'it'

A, = Cl+ i^j — (."S

1(1, = a + S

M>„ = n — 9 ^-2 51'

\l\, = ii — 9

11!, = a+ 9 — 2a'

,1, = >»+ 9

^l, = f — O 4- an'

^l, = M' — 9

Jt, = <{ -1-9 — 2b'

b = ii -f-in'

b = ii— 2w'

X = ]< 4- *w'

tlj = }/ — 2 n'

l(i = H

1)1 = ^

llî, = M +2n'
llî> = H — 2n'

Voici maintenant la répartition entre ces dix-neuf cas des sept cent

soixante-trois combinaisons propres à fournir des parties non pério-

diques dans la longitude moyenne de la Lune. Dans chaque colonne

de ce tableau, 1rs nombres de gauche sont les numéros des termes de

R, et les nombres de droite sont les niuuéros des termes de Ro, qu'on

doit leur associer.

Tableau des 763 combinaisons réparties entre les 19 cas.

\" rns.
I

i'''f/-«(suile). i"c«.f (suite).
|

T' mv (suite). ' i"ms (suite). I i" crt.v (suitei.
1

I .
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8"= cis

38,

39,

40,

42,

44,

52,

106,

107,

108,

lOÇ).

1 10,

112,

ii4,

1 17,

118,

120,

|32,

i33,

i35,

i36,

i38,

i4o,

142,

248,

249-

2Ï0,

25l,

254,

255,

257,

239,

262,

263,

2G6,

267,

269,

292,

293,

294,

295,

3oo,

3oi

,

3o3,

3o6,

3o8,

309,

suite).
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1
5' cas
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appartenant à R,, nous représenterons son coefficient par Cm- Cy'"',

ou par C'/, ou par C'/% suivant que l'argument aura l'une des trois

formes ei,, ou iH ± ô', ou b ± 2Ô'. Pareillement, lorsqu'un terme de la

fonction perturbatrice sera considéré comme appartenant à R, son

coefficient sera représenté par T + T/-, ou par Ty', ou par Ty'^,

selon que l'argument sera de l'iuie des trois formes 12, ou *F ± 5', ou

b±25'.
Les lettres m, m,, nio, m' continueront à désigner les multiplicateurs

de /, Tô, 6, i dans l'argument -X, ou w), ± 5', ou brt 2$' d'un terme

de Ro : on aura toujours

jUL = in{n -+- A-° ] H- m, y" -1- nu li" + in'n'.

Nous jiosei'ons [*]

2 f/T \/i —e^— 1 + e' rfT 7 filï

3 ,. ^/1\ l d\ ,1 dX ,. 1, I / :> ^/r\ \ (i\ j I rfl- . 1

n \2« «rt y n rfy n de '' n

et pareillement

- _ 2 rfT v'i— (?=— I -+- e' rfT 7 </T

« ï/« a'e de 2fl'i/l e^ '''/

'(- II / 3 - dx\ - I rfv --. \ dx -7 .

T + -J-
, c = -— , rf=-— , / — 1

rfa y n «7 n de -^ n

Enfin nous ferons encore

3™ d1 im dT iin dl 6 m _ 3'« ,„

*' o' f/7 n^ rfp «' f/n r?' ' rt-

Cela posé, reprenons chaciui des dix-neuf cas énumérés ci-dessus :

calculons pour une combinaison quelconque de cbacun d'eux, et con-

[*] La lettre ï reçoit ici, et gardera dans la suite du Mémoire, une signification

différente de celle qui lui a été attribuée p. 3o.
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forménieiil aux indications déjà données, l;i partie non périodique de

c?| I —
j

et celle de o*. S; intégrons la première deux fois el la seconde

une fois, puis ajoutons les résultats de ces intégrations. Nous obtien-

tlrons ainsi la partie non périodique de c?^ / correspondante à la coni-

Ijinaison considérée. On laissera d'ailletu-s de côté les termes constants

ou proportionnels au temps, car ils peuvent être supposés compris dans

la portion /"= iit -+- X" de la longitude mo^'enne.

Nous allons écrire ex|)licitcment, pour chaque cas, les formules

auxquelles on parvient en suivant cette marche; puis nous en ferons

l'application aux diverses combinaisons que ce cas comprend.

Premier cas.

On prend dans R le terme (T -t- T/-) cosû, dans Ro le terme

(C -H C7'*) cosA., et on a A, = û.

Soit

Il = - -^ rgX„-+-/Yo+ rZ^-y-s[m^\],+ m, V„+/«W„)) - -Ç- ~s-,

"'"=
i [-gK.-im.-r-p.-hsim.U-^m.^.-^mQ,)]^ '^sU,,

H' = I [gK.7-^ /M,+ rP,+ .f{wjL, -Hw.N,-»- /«Q,)] + '".^n,,

H"= A [gK8-f/M8+/Pg+ -f(m.,Ej-f-w,N,-+-mQ8)] + ^'iHs,

II..
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+ i[cK3+rfM3+èP3+/(/?zJ.3+7«,N3-^/«Q3)]+'"yn3,

La partie non périodique de Oo / correspondante à la combinaison
considérée est

o\/ = (ia.'+ir)(A=+B^)/'[*].

[*] Le calcul semble d'abord donner, dans le lî; / correspondant au premier cas, un

termeen r: on trouve en effet dans 5,
|
—

J

un terme en ?' qui peut s'écrire(Jf H„+ H'ô) '',

en désignant par H" l'expression

Y[g-K4+ iM,-\- rP,-f- s{iiijLi-h W|N,-(- otO,)] -f- - sU,.

Mais on a (p. 55 et suiv.)

." p p f

P fi 2 fi rt 2 fi' a

il suit de là

2 fi 4 fi' "^

ou bien

Ob'" H ^ H"= o,

et par conséquent, en faisant y =^ y„,

Ob'^H.-r H'; = o.

/ 3 P
Ainsi ce terme en <' de o, ( —

|
, qui aurait produit un ternie en t' dans J'ô, n dt, se

réduit à zéro.
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Deuxième cas.

On prend dans R le terme (T+ ry-)cosÛ, dans Ra le terme

(C -I- Cy'*) cosx, et on a X = û — 20 + ara'.

.Soit

H = — ^{gX„-+- /Yo-f- rZ„ H- j [(/«..+ 2)U„+ /»,V„H- niW,\\

3 m n Z,

4 f" «

m
f 1

1

5!H' = |{gR5-f-/M54-rP5-j[(»i,-h 2)1.5-+- w,lT5+ '/iQ,,lJ - '-sU

H" = -|jgK8 + /Mj + rPs-+-jf(OT.. -I- 2)L, + m, Nj-i- mQg] j
+ |- ill^,

H"'= 1
j

- gK,5 - /M,, - rP,, 4- 4(/H, + 2)L,5 + m, N,, + mQ,;,]
|

H"=^|gR,T+''M„4- rP,, + *[(m,+ 2)L,,+ /;/., N,, + /;/Q,,] ;

'" n

H' =iî - gK,9- /M, g- rP.a-H j[(/Ho+ 2)L,s-f- m, N,» - /hQ
I

I
I

'" rr

i- =-i<^(S^) -M^-^t«+c:^)i(^

.[2A'+A"-i(2^-f-;-nn„-4:(^) _(2^+c)h:+h;>

i[2s'+s-+(24:'+r)(20i^'-i-;)ii-)]H„-c(S') -i^^'+run

3n.(^")^ + (231L'+ iJK.")H;+ H';,
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""
2̂

)
- cX„ - f/Y„ - AZ„-t-/['(m„-^ 2)Uo h m, V„+ /nW„]

j

3 "i ri .. Zo
"^ 7" "^ / ~'

zj. fi'
-^ a

2' ={i cK,+r/M,--*P54-y[(/«o-^2)L5-,-/H,N,^f-»2Q5]i + '^_/n„

-I- [^(4::^+ 2^')(31"^"'-+- 20K') + i(.S"+ 2S')]2o- ^(^")

- (t"+ a4:;)2;+ on (Ç)^ - (.t.-+ 2,m')2;+ 2;.

La partie non périodique de â^l correspondante à la combinaison

considérée sera [voir p. 49 'a signification de A', et de B', )
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Troisième cas.

On [irend dans R le terme (T h Ty'') cosû, dans R.^ le lernic

(C -I- Cy) cos-l, et l'on a l = Û -h 2O — 2c'.

Soit

H = -'-
\

gX(, -4- i Y„ H- /'Zo -4- i[/«., — 2) Uo + »i,Vo H- "i\V„
] \

3 m n Z„

4 !* "

Il' = i
I

-gK„- /M, - /Po-r^^/», ^ 2)U 4-//J, N, H- /«g„]; :

'" i 11..

H"= i i

gK, -:- /M, -f- /-P, -H 4(m, - 2)L, + m, N, ^- wQ,]
|
-I- '^^11,,

H"' = {{sR,„ + /M,c, +rP,e -4(m. - 2)L., +/«,N,, -l-mg,„]i

m— 7*n,o,

H"'=i{gK,s + /M, 8 + /'P,, f- i[(m2 - 2)E,, H- /»,N,, 1- /«Q,s||

'" n

H^.-ijgK^o -h /M20 ^- /-Pao - s[[in., - 2)L.o + /«,Njo f '«Q.ali

"' n

-c(^)„-«-a:-)ii;-h;,
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-f- { [ 2 E' - e-'' + |( 2 011 ' ^ 311 '^
)

'-

] H

„

l^l-\-cX,-dY,- bZ„ +/[{m, - 2)U„ + m, V, ^ mWj {

-1—7—; / ~'
4 fi «

r = i S
cKe -HrfMe 4-^»?, -f-^ [{m, - 2)L„ + m,N, + /?iQel ;

4- '-^y Ile,

2"= Ai _ cK^ - dm, - bP, -h/[{m.i - 2)L, +j«,N, + 'hQt]
|

r = -^j — cK.s— r/M,8 — AP,8-f-y [('«2 — 2jL,s-4- m,N,8 + '«Q,»]!

2-

v'v_i.]cK,o + ^Mjo -!- /'Pîo +/[("'2 — 2)U2„ + m.Njo 4- '«Q,o]

^ - / n

'7 /

r'= -1^ok[^)^^+ '-[-c{^^v^--^r.')^^3K{c^^O'^^](~,^,

-+- [i(t''- 24:')(3ro'^ - 23K') - i(8'^ - 2«')]-o

t(^)„-^(r-^02'o
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La pariie non périodique de â.,l correspondante à la combinaison

considérée sera

Quatrième cas.

On prend dans R le terme (T r/-)cosi2, dans R. le terme

(.'7'cos(\i!, — 6'), et l'on a i)J, = ii - 6.

Soient

H = -^J^.Xo+ /Y„+ /Z„4-4(m, - . )U., f- w, V,H- mW„]| + ^' ^ i ^,

H' = - ^ I

gXo + iY„ 4- /'Zo -+- s[{m, - i) Uo -h /«,Y„ H- mW„
J j

3 m n Zj

H"= .1
;
g Ko 4- /M, -hrP,^s[{iiu - i) L. r- w, N, -h /hQ,] * h- '^ ^IL,

^ = -i4^)--jt-c)K.^^v

La partie non périodique de (Jj / correspondante à la combinaison

considérée sera

luine XV [-i' série). — Mars 1870. 12
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Cinquième cas.

On prend dans R le terme (T -h Ty'-) cosO, dans R, le lernie

Cy'cos(Dl, — 9'), et l'on a \% = il — + 257'.

Soient

H = - ^ ;
gX„ -i- /Y„ ^ rZ„ 4- s[[m ^- 1) U„ -+- m, V„ 4- wW„]

j

3 /« n Z,
i'—

,

H' = - — jgXo 4-/Y„ -i-/-ZoH-i[(w -f- i)U„ -h nj, V„ - /hW„j !

3 m II Za—r -*-'
4 i" "

j

— gK, — /M^ — /Pj +- j[(/?i2 4- 1 )L.,-+-/??, N, -+- '«Qi]{ + '^^114,

\gK, -(-,-M5-f-rP5 + j[(/n„ + i)L5-4-m,N,-/nQ5]|4- ^^lU,

! -gR„-/Me -/•Pe4-^[(An,+ t)L,4-/«,N, + /«Qe]i--'%n6,

(4::+r)H'o+H';,

H" =

H"' =

'î''=-c(f)„-(^-<:iH»-^(^)„+(^rc'+.m")H'„+H:,

*'= -^'-^ (S) - (^'-^ ^1^")"" ^- «0.
df jo

2 = —
I

- XCo - f/Y„ - AZ„ -h/[('M. +- i)U„ 4- /«, V, 4- //iW„

3m n .Z,
-1 i/ '2 fi

"^ a

r = ^ j
cX„ 4- dX^ 4- AZo +/[('«2 + i) U, + /H. \\, ^- /hW„

j

3/71 « /• Za

4" ^-^ 7'
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2"= iJ6-K, -t-rfMs -f- AP5 -/[{m, + i)L, + /«.N, + »iQ,]
\
- ~/^„

r = "4:('^)„-(<:+r)^'o-^-2:.

l^'=-^('^') -(^-0^o + or('^) -(o^'H-.m'v)2;+2;.

\ dy I „

Lii partie non périodique de ôoZ correspondanle à la combinaison

considéiée sera

Sixième cas.

On prend dans R le ternie (T H- T7'-)cosû, dans R, le terme

C7'cos(i(î, + 6'), et l'on a \i!> — Q. — S.

Soient

" =
4^= !

S^oH- 'Y,+ /-Z„ + 4(/«, + i) Uo + m, V„+ mW„] | + ^^-

^
s ^,

H" = i
I

gl^2 -H iMj + rPo + s[{m., ^ i)U ~h W2,N, + /mQj]
{
+ '^sU,,

2'= - ^ fcX„ -f- <^Y„ w- ^>Z, -/[(m, ^ i)U„ + //î,V„ ,- mW„]
j

3 »i « ^. Zo

2" = i i

CK3 + f/M3 + /.P3 -1-y [(/«s + i)L3H m,N, -i- mQs] } + ^y 03,

r = k(f)„+^(^-^r)^'oH-2;.
12..
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L;i partie non périodique de H. l correspondante à la combinaison

considérée sera

Septième cas.

On prend dans R le terme (T + T/'^) cosiî, dans R, le terme
C-/cos(iiî, + 5'), el l'on a ni, = 1] + 5 — asr'.

Soient

" = - ^= !

ê"X„ + /Y„ -h /Z,, + s[{m., - I ) U„ + w, V„ -f- w W„
] ;

2 fi' /;

H' = .-^ ;
éî Xo - ' Y„+ /-z.,+ 5 [' m,- U„ ^- m , V„ ^ /„WJ

I
+

?f'
^ ^ 5^

,

H" = il^K, + /M, + /]% - i[(/«, - ,)L,, -^,«,N. 4- /«QJ ;
- - vH

,

H- = i !
à'K, ^ , M, + rP, ^ 4, ,H, -

, ) I.., + ;„, N, + ,„Q^ ] ;
^_ - , „ ^_

*=-c(^)„-(-C'-OH'„ + H^

a fi
^ ! cXo + r/Yo -t- ^Zo — ./'[('Wo - i) U„ + /M, V„ ^- /nW„]

j

3m « , Zj

Bran , . Zo

4 fi a
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r'=:.i!rKo-i-r/M.4-APr,+/[(/«^-.)Le-H/7^,N„^-mQe]|-^";/^„.

f.a partie non périodique de (5.. / correspondante h la combinaison
C()n.sid(''rée sera

Huitième cas.

On prend dans R le terme Ty'cosCF -I- 5'), dans R. le terme

(C + C7'-)cosA., et l'on a .t == ^F -h 5.

Soient

'• = ~ i'O^" ^ '^° ^ ''^" ^' ^[^'"- ^ ') ^'"
^ '"''^o -^ '"^'^«J

3 ni « Z„

H' -^ i îgKc + /M, + rP„ - i[(w, - i) L„ -^ m,N„ + ///Q„] j

_ '1 s\\,^

* =r -,m.(^) - - f;)rL'- oi^")H„ + H',,,

2 = ^ !
- cX„ - r/Y„ - h'/., \-j\. m, - i)U„ + w, V„ 4- /hW„

J {2ft

3m n , Z„

•1 f -^ "

r = i| -6-K.,-^M, -^>P, + /[(/«, -i)E, + ,«,N,f,/ig,jj -+- ™71l,.
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La partie non périodique de o\ / correspondante à la combinaison

considérée sera

5,/ = (g'i'-î-^r)(A=+B-^)i^

Neuvième cas.

On prend dans R le terme Tycos^F -i- 5'), dans R., le terme

(C -4- C7'-) cos-i., et l'on a ,1. = ^ — 9 + 1rs'.

Soient

H = - —
i
gX„ 4-- /Y„ + rZ, + s[[m. + i)U„ + w,V„ ^ //iW,,]

!

3 m II Zo^ -, i -'
4 f*' «

H' = - gK, — ?M5 - rPs + «[(/n. + OL., -i- m.N^ -h "jQ.s]— '«.^n,,

H"=: - gKs— iMg - rPs - *[(//io + i)L, -r m,N.s -1- mQs] — msW^,

$' = - an. (^)^ + (01^' + 3R'0 H„ + h;,

2 =
2^ i

— cX„ - c^Yo — ^Z„ +/[(/no + 1) Uo + "J,V„ + mW„]

}

3/n n /-Zo

4 fi''' a

r = -cK, -f^M, -iP5-/[(mj + OLj-f-w.Ns+mQsj-w/nj,

2" == cRs -\' r/Mg 4- iPg -f[{m^ + i)I-s + "2. Ns ^ mQs] - '«7 H,,

r' = - 3K (^) + (3Il'+ 3rL'^)2o + -0-
\"7/
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La partie non périodique de Sj / correspondanlo à la combinaison

considérée sera

12 ' \b 3 / ' 2 '

Dixième cas.

On prend dans U le terme T7'cos(*F Ô'), dans Ro le terme

(C -!- C7'*) ces,!., et l'on a .t = ¥ — 5.

Soient

H = ^|gX,4-/T„+ rZ,+4(/«,-4-.)U, + /«,V,.+ /«W„)j +^'^j?",

"' =^ i I
-gl^5 - «'Ms - ''P5 + s{[nu ^i)U V- m,H„ + /«Q,J ! + '^ j|l„

2 r= ^j -cX„-^Y„-èZ„ + yf(»i. f-OU., hf«,V, -t-mW„J|

3/« n , Za
H—7 ;/ ~'

r = i
I
cK, ^h^M, ^ bV, -f[[m, + 1) L, ^ ///,N, + mQ,j }

- " / il.,

\a\ partie non périodique de $., / correspondante à la combinaison

considérée sera

(?,/ = (gi)-f ^r)(A=-4-B-^)«'.

Onzième cas.

Un prend dans R le terme Ty'cosl^M-' — 5'j. dans R^ le terme

(C -+- C7'^)cos.l,, et Ton a -i. = 4^ 4- ô — as?'.
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Soient

" =
7;: ;S Xo^-'Y„+ /'Z„+ j[(m2 - i)U„+ /«,V„-r mWoJ I + -^ J ^ _%

H' = gK^-h iMc + rPc — ^[(/?2, -i)U + //z.Ne -h '«QcJ — //i^Ils,

H"^ - g-K, - /M, - rP, -*[ /«.j -i)I ,4-/n,N, +mQ,] -"mH,,

'rfH\
'^ =-^(^)„-(^'-r)Ho-.H;,

2 = ^ ;

- t;X„ - ^Y„ - bZ„ -r-f[{»i, - i)U„ 4- /«,V„ + mWo]
j

s /Il n / Z,i

T = - cK, -^ dm, — AP, ~hf\{m^ — i)L, -t- /?i,N, -h /«Qj_; -4- w / n,.

F' = - OFl (|lr
j^
+ (3,-c' - OK'^) lo + 2'„.

I.a partie non périodique de â.^ l correspondante à la combinaison

considérée sera

Douzième cas.

On prend dans R le ternie (T + T7'-) cosi>, dans R, le terme

Cy'-cos(b — -20'), et l'on a b = ii 4- 2zs'.

Soient

^' = ^ 'goXo -f- '„Y„ + r„Z„ 4- Jo(/«o U„ + w,V„ + /« Wo) +6w-^3 -c„ -^S
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*" = - 4 [ëo Xo + 'o Y„ +- r„ Z„ + 5„ f /«, U„ + m,Y„ + mW„)]

/z Zo

r = 1 [_ c„ X„ ^ ^0 Y„ - ft„Z„ 4-, /.,('"= U.. + m, V„ + /«W„)j

3ot n ,- Zj

r = ^ [c„X„ + ./„ Y„ + A„Z„ -y„(m.U„ + m,\, + mW^)]

La partie noi) périodique de c?o / correspondante à la combinaison

considérée sera

Treizième cas.

On prend dans R le terme (T H- T/M cosii, dans Rj le terme

C7"cos(b + 20'), et l'on a b = — 2ct'.

Soient

«t> =- -[ëoX„ + /„Y„ + /„Zo + J„(/njU„ + ^n,V„ + ?nWo)]

"T^T'-^» «'

*' = 4 [&oX„ + io^o + '-oZo + ^o('«2 U„ -)- /«, V„ + mW„)] + 6/«^3 s, 1°,

<I>" = ^ [g„X« + ;„Y„ + /'«Zo -f-.So^/n,U„ + m, V.. + '«W„)J + 9m ^ jp -°'

r = - [- 6-„x„ - d„Yo - ^-o z« -*-yo('"2 1^" + '".^'» + '"^0)]

3 /H n , Z„

r' = -
[
- c„ X,. - ^„ Y„ - b, Z„ + f,.{m, Uo + '", V„ -H wW„)J

^ « , Zj
-h bm-J„ -
Tome XV' ( i« série). — Mars 1870. '

•^
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La partie non périodique de â^ l correspondante à la coinbinaiyxjn

considérée sera

Quatorzième cas.

On prend dans R le terme Ty'-cos il/ -i- -lô'), dans R^ le terme

(C -+- Cy'-) cosjt, et on a >l, = 4* -l- '^^'

Soient

r =
^ [
- f„ X„ - f/„Y„- />o Zo -H./u l'n^Lo + m,\, -+- m W„)] 4- ^ Jy„ ^

•

La partie non périodique de an l correspondante à la combinaison

considérée sera

* 12 ' 3 '

Quinzième cas.

On prend dans R le terme Ty'-cos(iJ/ — 16']^ dans R^ le terme

(C + Cy'^) cos-L, et on a »l. == 4* — 237'.

Soient

$= - -[^„X„+/oY„-i-r„Z„-Hi'„^'7J2U„ -I- w,V„4-'/AV„)] ^ -, -^o
-"'

2 u' "^ n

La partie non périodique de c?2 / correspondante à la comljinaison

considérée sera

12 ' 3 '
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Seizième cas.

On prciul (liiDh R ie terme T7'cos(*F -h 6') , dans R.j le leniie

Cy €08(0)5, -4- Ô'), el 011 a iij,
- 'F.

Soient

r = ^[— r„X„-r/„V„-é»„Z„-f-yo('W2U„+m,V„4-(MWo)]-l--^-,yo--

La partie non périodique (ie c?2 / corres[)ond;uite à la cond)iiiaisi)n

considérée sera

(?,/ = (g<i> + ir)(A^+R^r».

Dix-septième cas.

On prend dans H le terme Ty'cos(*t' — 5'), dans R^ le terme

(';7'cos(\)!> — 6'), et on a ii',,
— '^'

.

Soient

<^— :;^:[goXo-t- 'oY„ + r„Zo -H J„(/«2Uo + W,V„ -!-//< W„j]+ ^^,-^0-'

La partie non périodicpie de û*^ / correspondante à la combinaison

considérée sera

c?, / = (ga) + ^r)(A-^+ B«)/'

Dix-huitième cas.

On prend dans R le terme T'y'cos(M^ -1- 6'), dans R, le terme

(',7'cos(i)b — 9'), et on a ift) — f + 2c'.

i3 .
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Soient

I ^7
* = -[goXo + /oYo + '-oZo + ^o('"2U„-K/W,Vo + /«W„)] -H -^ -1 J„ -°,

r 1 ^ a

^'= -Jëo'^o-^ 'o Y„ + /„ Z„ + s„ :/n, Uo + '«, V„ + wWJ] 4- 3 /n -^ .v„
-"

,

r = l[_t-„x„-c^„Y„- /joZo+-/(,(/HjUo + m,v„4-wWo)] + ^ -,7o-'

r= -,[c«X„ -i-<'/oYo + *oZo — /«[m^Uo + w,V„ + mW„)] — 3m -, /„
-"•

La partie non périodique de t?o / correspomlaiite à la conibiiiaisoii

considérée sera

o\ / = — $ B', ^* +
(
^ <4)' + :^ r ) A', i' + - r' b; t\

Dix-neuvième cas.

On prend dans R le terme T'/coslM — 6'), dans Rj ie ternie

f-y'cos^DÎ) -f- ô'), et on a ni, = ^' — 2?r'.

Soient

$= - -[g„Xo+ /„Y(,-f-r(,Z„H-5o('«2U„+'«,V„+«iW„)] t'^.-^o-"'
^ r

$'= -, [goXo -t- /o Y'o + /-«Zo + io f'WîUo + m, Vo + mW„)] + im^^ s„ j,

r = - [— 6-0 Xo — f/oY„— *o Zo+/o (^2 Uo+ m , V(, -h «1 Wo)] -I- ^ -,/, - '

r'=: -,[-c„Xj— (/„Yo— 6„Zo-i-yo('n2U„+ //i,Vo+ /HW„)] -t- "im-fa-

La partie non périodique de c'a/ correspondante à la couibniaisoi

considérée sera
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Avant d'appliquer ces foriiiiilcs aux diverses combinaisons cpu'

comprennent les dix -neuf cas, taisons encore quelques remarques

n'
propres à simplifier lécriture des résultats. Posons — =^ a; u sera

luie grandeur comparable aux quantités e, p, y, \/ — > et nous la regar-

derons comme étant aussi du premier degré. Ajoutons cpie le rapport

M
—7 de la masse de la Terre à la masse du Soleil doit être considérém
comme une quantité du quatrième degré; c'est ce qu'on peut expri-

mer en posant s = i — w% w étant du premier degré. Observons enfin

que les parties cherchées de c?o /, renfermant en facteur l'une des

trois quantités A^ + B^, A',, B',, sont du second ordre, et qu'ainsi

dans les valeurs de //„, h", y", A" qui doivent y être substituées, on

peut négliger les quantités du second ordre; nous pouvons donc

écrire (voir pages 33, 34 et 35)

On voit aisément d'après cela que les diverses parties non pério-

diques de c?2 / se présenteront sous l'une des quatre formes

rt'-GB', /% h'G'(A^ + B^)A% niV k\t\ G"'B', <\

(i, G', G", G" désignant des polynômes à coefficients numériques

ordonnés suivant les puissances de 7,,, e, e', i/— s w : on reconnaît de

plus que le degré d'approximation avec lequel nous avons calculé

chaque teiine du développement de R permet d'obtenir dans G les

termes du cinquième degré, dans G' et dans G' ceux du quatrième,

dans G"' ceux du troisième.

Il sera donc inutile d'avoir égard aux combinaisons qui fourniraient

dans c?n / des parties non périodiques où les polynômes G, G', G", G'"

auraient tous leurs termes de degrés supérieurs respectivement aux

nombres 5, 4î 4» 3. Ces combinaisons, qui ne donneraient que des

termes négligeables, étant mises de côlé, il nous en restera 160, et

nous allons transcrire pour chaciuie de ces dernières la partie non

périoilique correspondante de c?^ /.
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DESIGNATION

'•" '" PARTIE NON PÉRIODIQUE CORRESPONDANTE DE S.. I.

combinaison.

23 , 22 I

75. 96

97. 7<J

223, 24

24, 223

\ 2 2 ;

+ (- 3 + 3a).,-'-'B',
/'

/ 243 243 \ ,, .. ,

+ 1" 64-- 64- ")"='' '^'

27, 2>5
( +1 — + — z j.«'x^'=A', /"

4-(9-i8a).p"B',/'

+ (9 + i8a).,-'=BV'

/ 3 3 \

V 2 2 y

+ (- 3-3a).p"'B', /^

+ (3 + 3x).6''2B', r-
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DÉSIGNATION

"^^ '•'' PARTIE NON PÉRIODIQUE CORRESPONDANTE DE S, l.

"ombinaison.
"

34 , 2'2

94, 4

9<^, 75

•ils, 27

+ (-9 -i8a).f"B',/"

.
( '35 27 \ ,

9': 6 < 4-(^ +92 y«'ac'=A', /'

-(f + .8a).,-B',r'

27 , ,-..,,—
- a.« af "A, f

2 '

+ (-9-+-i8a).(.'^B',/-'

/' 4o5 81 , ,.

i35o / i35 \2i3, i +( 54a j.«'af'^V, /'

-
( loSal.r'-'B', r

(-Ï-Ï-)..-B',-.
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DESIGNATION

de la PARTIE NON PÉniODIQUE CORRESPONDANTE DR S.. I.

combinaison.

217, 29 , +

221 , 23

+ (3- 3a).e'=B',^-

4, 4' -^Ke".«'a(A=+B')<'

5, 43 +(^_,_5«M-.4vS-^e^-^'^")-"'«(A^+B^)/'

23. Ii5 +('_2e"+2ae'=y««(A'+B=)<'

24. 116 +('_|f'^_?af'A „'«{A^+B')/'

25. U() — i e'.«'a(A'+B=)<'
4

3., m _^ae^„'a(A=+B^)^=

33, 12 +(^^ + ^'^.'4-247S-^r^+|Xj.«':<(A=+B=)/'

- -^ «72+ ^ «^'- y a..-y«'«(A'+B^)/'

90, 45 +(^^-_î7,^,A«'a(A'+BM/'
16

91, 46 +('^e-+gae-y«'«(A=+B^).''

92, 47 +/'^e'-547j).//«(A'+B')i=

93, 48 -,-[!e^+67»y«'a(A=+BM<=

Tome XV (u-^ série). — Avnii 1S70. ' 4
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nÉSIGNATIO.N

lie la

rcimbinaison.

94 , 49

95; 5o

96, 5i

4, 49

6, 46

8, 273

9, -^75

M, i3

23 , I 3o

i-. 124
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PARTIE .NON PERIODIQUE CORRESPONDANTE DE 3 I.

) ,
/ 81 243 \ , ,

/ 27
,

l
+ f-'-B',,^

_ 729 729

A'+B-')i'

a .//-aV'B', /'

32 iG

/81 27 \

(-f-'2
il
16

a..n'a.e'-\',t'

Y =''"6',/'

+ ^0: .«a'c"B', r

,
/'243 243 \ ,.



DESIGNATION

de la

combinaison.

29 . 1 2(>

75. 5i

4, 42

5: 44

6, 37

7, 38

8, 39

9 40

23,
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nKSIG>AT10V

de la

combinaison.
PARTIE NON PÉRIODIQUE CORRESPONDANTE DK 'J /.

'^9. '"9 -l-fg e'=+^ ae'=y//a(A'4-B-' )r

3o. ,10 +(}Ale'^^'Jl
g e''+^ae'A.«'ï(A'4-B»)/-

32, 112 -)-(6e'+3xe^).«'a(A'-|-B=)?=

33, i36 -l-97o-"'5'(A'+B')«'

3 3 \
a .« ae"A', /^

2 2' '

24 , I 32

34, n4

76 . 52

91, 37

94, 42

2i3, 10

10, I +(_9_-i.a--^;<^4-277;+

^

- y^:(.«'ae'-A,r

/ 27
1 + -^ a.n xe"-A',t^

-^(-f-T^)-"'^'"'-^'''

^93 : , , ,
220 , 117

2 l6"+"77;+ -^'-'+-^

297 3 ,
,. , ,

35i , 35i ,\
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DESIGNATION

de la

combinaison.

PARTIE N0.\ PÉniODIQl'E CORRESPONDANTE DE 3^1.

37, (i

38, 7

39, 8

40, 9

fiai , .... 35i

+ iCaa^— Io8«72 — '^ X''' ac'- ).«'*7'a(A=+B")r

>^ 39 ,,

l-ï-"-S«^+'^''«+'^"'+T''

a^+ 4*7; ««M af?" ).« :z{A'+ W)t

4-i, 4

44, 5

52, 97

+ Y^ ae'=.«'a(A'-|-B')<'

+ (- 1 - y «=+ 14 7Ï + ^
'-'-

^ '") .
"'^ (A= + B»

)

P

107, 27

108, 28

109, 29

110, 3o

112, 32

117, 23

+ (y «"+ y ««'M.«'a(AM- B^)<'

/i323 ,, 39G9 ,\ , ... „., ,

+ (-
g c'-- ^ 2c'M./?'a(A--(-B=)r

.('_ilZ,/^_iiZ„v='ae'M.//a{A"+B-)r

+ (— 6e=— 3aeM«'='(A'4-B=)/

4 4 y

118, 24 +(- ^e"- |ae'A.«'a(A'+B')/=
\ 4

120, 25

i36, 33

4
c\//a(A=+B')<'

-9V;./;'a(A^+B')<'
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DÉSIGNATION

do la PAHTIE NON PÉniODIOUE COnl\ESP0NDAXTK DE Sj.
combHiaison.

m, 2i3

37. 9'

42, 94

52 76

114, 34

i32, 24

32 32

(+(f +
J«)-"'-"-^'.'

27

^{t. + S')-"'-"""''-

hH 2 a \.n'c/.c'-\\l

H a.«'ac"A, <

+ (
— - — gz ).«'ac"A',

r

180 , „,, ,

32

16

•i 1 J

12, 33 +(_ 3_^l|a'_24vM-^c^-5,/M.„'a(A=+ BM'"
' 2 iD 4 4

, '-i ' ' 89 , 1 80 , 117

G3

^ae'^/^'a(A'^-B=)/^

G3 , io5 ,.,\ , , ,.
-5 ae' g- ar'-).« a A-+ B' /

i6 16 /

43, 5 +r,+ ^a'_,4.,j + Ëc=+^.-''y//a(A'+B')r

4.-;, 90 +('-Çe'M^=«'"y"'^(AM-B=)/-

46, 9- +(^_^,-_î7,Xj.«'a(AM^Bnr
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UKSlUiSATION

de la PARTIE NON l'ÉRIODIQUE COHlllîSl'ONDANTE DE SJ.
Cdinbinaisoti.

48, 93 +(~6yl--iA.rt'ct(X'i'B'-)t'

49, 94 +|^a<--.«'a(AN-BM«'

50, 93 • + ^«(.'^„'î,.(A^-f-B=)f'

5i. 9G +( f^- 67; + 3=<''''+ ''.i*Vi)-"'*(A'+ B')r'

111, 3i - ?^a<^/^'a(A=+B=)/'
iG

w5. 23 +('|e''-|a<'A.«'a(A'+B")«^

11(3, 24 4-(|e'=+|='e'M."'«(AN B')/'

lit), 25 +- ie^«'a(A=+B=)Z'
4

i3. 22

46, 6

5i, 75

1 32

l-(^-f •)•"'-'»'

I / 27 81 \
, „,, ,

l \ '^ « y

63 , ,, ,, ,

16

.
63 „n, ,

/81 ,
243 \ , ,, ,, ,5
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DÉSIGNATION

de la

combinaison.

"î4, 27

I 26

,

29

l3o, 23

273. 8

275. 9

1 , 57

6, i5

8, 139

9, 161

23, 65

27. 59

29, 61

75, 20
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PARTIE NON PÉRIODIQUE CORRESPO.NDANTE UE 9j.

t*

— - — - u)./i'xc'-A',r
4 4'

Te
~

HÎ
"^ ).«'=a'e"B',<'

+
\

h -a ).,t'ae"A',t'22

243 243 \ , „^, ,427

04 32 y '

/180 i35 \

+ (if + ?^)-'''=«=^"^.'^

ÎH

\ 64

27

32
a .«"a^.-'=B; r

\fa4 64 /

27

32
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DÉSIGNATION

*''-' '" PAnTIE NON PÉRIODIQUE CORBESPONDANIK DE S., l.

conihinaison.

S7
,

24 + f #- + #«V «"«'c'^ B', t*

57. . -.(^^g«)..w^B',.

V 32 32 /
'

.59,. s ^(_^_^.).„....-^B',.

•(-y«"-^«')."'a(A=^-B').'

42, 42 _ ^ae'^,^'a(A'-^B')/=

12, 12 _ i^a=.»'a(A=+B")/»
O

i ,1 1

/' *
,

63 , 189 3 ,
45

\ iD 128 1024 4

63 , io5 „\~
76

"""'^ ^^f •)."a(A- + B^)i--

41, 41 + -'ï^ ae'=.«'«(A=+ B')/'

Tcime XV (2' série). — AvBii. 1870. l5
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DÉSIGNATION

de la PARTIE NON PÉRIODIQUE CORBESPONDANTE DE '1.1.

combinaison.

5<>, 5o —'^l-j,c'\n'y.[y + Yi'')e
il

lo,
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Enfin la somme des parties où se trouve le facteur B', /-est — ^af'-B',<-.

Ainsi le déplacement du plan de l'écliptique infnuluil dans la lon-

gitude mo^entie de la Lune la partie non périodique et non propor-

tionnelle au temps

La réduction en nombres montre que le coefficient —^ae'-B',
o

de t- est inférieur à o",ooo ooo oa; le terme en t- est donc insensible.

Il nous reste par conséquent, eu réduisant en nombre le coefficient i\et\

ô, Zz= + o", 00328/'.

Si l'on réunit ce terme eu (' au terme et- que la diminution de

l'excentricité de l'orbite terrestre introduit dans la longitude moyenne
de la Lune, la somme pourra s'écrire (c -+- o",oo32(S;)i-. Il en résulte

que pour une époque t = — 25 antérieiue de vingt-cinq siècles à

l'époque actuelle, le déplacement de l'écliptique a poiu- effet de dimi-

nuer de o", 08 seulement le coefficient de l'accélération séculaire.

Les anciennes éclipses paraissent exiger au contraire (pie ce coeffi-

cient soit accru de 4 à 6 secondes : ainsi, comme nous l'avons annoncé,

ce n'est pas dans le fait du déplacement du plan de l'orbite terrestre

qu'on |)eiit trouver l'explication du désaccord qui semble exister sur

ce point entre la théorie et l'observation.

Cette conclusion ne pouvait résulter d'ailleurs que du calcul de

l'ensemble des termes que nous avons déterminés ci-dessus; car, parmi

ces termes, il y en a plusieurs qui, pris isolément, modifieraient beau-

coup i';iccéléralion du mouvement de la Lune. Par exemple, les deux

termes en t* égaux et désignes contraires que fournissent les combi-

naisons 8, 273 et 273, 8 ont pour valeur numérique ± o",oi28/';

si l'un d'eux existait seul, il augmenterait ou diminuerait de 8 secondes

le coefficient de l'accélération applicable à l'époque < — — 25. Ainsi

encore, les combinaisons 8, 3g et 3ç), 8 donnent des termes en «' qui,

pris séparément, altéreraient ce coefficient, l'un de -H 5o", l'autre

de — 5i ", tandis que, réunis, ils le diminueraient de 1 seconde seule-

i5..
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ment. Il élail donc nécessaire de s'assurer, comme nuiis lavons fait,

que ces difleienls termes se détruisent à ti-es-pcu près.

Nota. Pour la lédiiclion en nombre des formules de ce MéntOire,

on a l'ail usage des valeurs suivantes :

r =0,054908, 7,=sin9264", r'.- 0,01677,

a' = ?8o"2r4o", A = -+- 3", 944, B r-^ - 23", 783,

"'
e , " ri=i2q5qi7 , — =-x- 0,074 .-ic).

100 ^ ^ '

'

n '
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Sjir la généralisai ion du premier et du second poteutiel ;

Par m. Emile MATHIEU.

13ans.uii Mémoire inséré dans le volume ])récécleiit de ce Joiiiiial,

j'ai étudié la solution générale de l'équalion L\n -= o, dans laciuelie

le signe A m représente

tPti d'il du—- -i -" + — 1

dx' djr^ dz'

et j'ai montré comment cette solution dépendait du premiei- et du

second potentiel.

Le premier et le second [jotenliel pai' rappoit à un point [x,j^ 2)

d'une masse renfermée sous un volinne II sont «lonnés par les for-

mules

(,j „^fjj'^±^shAdadhdc,

(2) IV = fffrf[n, b, c)dadhdc,

où r a pour valeur

(3) /• = \/{jc - a)- -f- {)' - 1>Y H- (2 (.)-
;

les intégrales triples s'étendent à tous les éléments dadbdc du vo-

lume n, et ^(rt, b, c) est la densité de la masse au point (rt, /', c).

Après la publication de l'extrait de mon Mémoire dans les Comptes

rendus des séances de V yicadémie des Sciences, M. de Saint -Venant

me fit observer que si l'on prend encore pour v et t*' les expressions (i)

et {2), mais en ado|)tant pour / l'expression plus générale où A, B, C
sont positifs

[',1 / -^--^^— +—3— -r
c
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i> satisfait à l'équation

(5) A;^ + B— -h C— = o,
dx' dy- dz'

et w à celte antre

«•'; «X* dz^ dydz' dz' dx' dxuly

M. (le Saint- Venant in'ayant engagé à examiner comment les pro-

priétés des (lenx potentiels se généralisaient quand on substifne dans

les formules (i) et (2) l'expression (4) an lieu de (3), j'ai été conduit

à écrire la Noie acinello.

Suivant M. de Saint-Venant, la plupart des corps employés dans les

arts ne peuvent être regardés comme isotropes; mais dans l'équilibre

d'élasticité de ces corps les [irojections des déplacements moléculaires

satisfont sensi!)lement à l'équation (G). [Voyez ce Journal, année i863,

p. 371.)

Nous allons reprendre rapidement les questions dans l'oidre ou

elles se i)résentent dans noire précédent Mémoire, en nous arrêtant

seulement aux points qui exigent des modifications de quelque im-

portance.

Du premier potentiel et de réquilibre de température.

I. Le potentiel v généralisé d'une masse quelconque satisfait en

dehors de cette masse à l'équation (.^), que nous repré>enteroiis, pour

abréger, par

(?i' = o
;

on sait aussi que, si l'on choisit convenablement les axes de coordon-

nées, la température d'équilibre d'un corps cristallisé satisfait à une

équalion tie cette forme.

Désignons par d~ l'élément de volume d'un corps et par dn l'élé-

ment delà surface 7 qui le termine; si v et \v sont deux fonctions

continues ([uelconques de a, ;, :, on a facilement en intégrant par
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partie la première des trois équations suivantes, et les deux autres

s'en déduisent par analogie :

r d'w , r div ^ j r dv «/« .

/ r/».i' , r ,/„ Cdv da' ,

I
V -— cizs = \ V -— cosvî da — 1 -— -r- d-rz,

J 'ty- J 'ly J dy dy '

r '''"' J r '^'"'
>. J Cd" da- J

/
V —-r flro = / t' -r cosC f/c — 1 -r -r dzs,

£, y;, Ç étant les angles de la normale à la surface avec les axes dr

coordonnées. Midliplions ces trois équations par A, B, V. et ajoutons

en remar(|uant qu'on a

, d-w d-t\- d'iv ^

nous aurons

vowi/zô —
I "(A ;^cos^ + B— cgsïj ~h C— cosÇ)</c;

r/ , dv div dv div dv div\ ,

J \ dx dx dy dy dz dz j
" '

et comme le second membre reste invariable par la permutation de v

et tv, on a

jv^wdrT: — fi' (A-^cos? 4- B-^cosïj 4- C-^cos'ÇUia

— / u'^i^c/r: — / tv( A ~ cosÇ -+- B^cosyj H" G -r^ cosÇJc/t.

Nous écrirons cette équation sous une forme un peu plus simple.

Posons

P = v/A=cos='? -+- B^cos^y; + C-ros=Ç,

AcosH ^ B cosï) CcosC
cosa = -p— , coSjS = -^ , cosy = —p—

;
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on aura

. dv ., „ dv „dv nl'l" dv a .

'l" \
A — cos^ + B -7- cosM-f- C— cosÇ = P — cosa -f- -r-cosp -f- -pcosy .

dx ' dy dz ^ \dx dj ' dz ' I

Par le cenire de l'éléinent d'y, menons une droite t dans la direction

'«, j'î, •/) et prenons sur cette droite, à partir du centre, une longueur

infiniment petite t; soient f et v' les valeurs de ^' à la première et à la

secouîie extrémité de l'élément t, la quantité précédente a pour valeur

p!Lz:l',

I
- D'' /^ 1

et nous la représenterons par — Un a donc

(A) / i'Oi\-cizs — l ivâi'dzr — j
^'

-fr-
da — i iv -- dz.

2. Supposons que la fonction i' satisfasse à l'équation oi' = o,

qu'elle varie d'une manière continue en dedans et en dehors de la

surface 7, qu'elle prenne à cette surface la même valeur à l'intérieur

et à l'extérieur, et enfin qu'elle s'annule à l'infini; nous allons prouver

qu'elle peut être considérée comme le potentiel d'une couche infini-

ment mince de matière distribuée sur la surface a.

Faisons

V A
j^ ^ i, ,.

_ . /l*l_-^«V ^ (/. T P)' .^ (='-7 ?

(x,, ;,, z^) étant un point fixe intérieur à la surface 1 et (a, p, 7) lui

point de drT\ nous aurons

OU' = o,

et nous pourrons appliquer l'équation précédente au volume renfermé

entre la surface 7 et une sphère de rayon infiniment petit dont le

centre est au point (j:-,, ) ,, z,). L'intégrale

/i , . dv >, „ dv -, dv \ ,
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étendue à la sphère est un infiniment petit d'ordre r et dont on |)(nit

néglis;er la valeur. Cherchons ensuite ce que devient l'intégrale

/
dl d- d~

(•\ A —^ cosS -h B —^ cosïj + C ^- cosC
^ dx ^ dy dz -

j

étendue à la même sphère.

Transportons l'origine des coordonnées au point (.x',,.?'i) ^i); "ous

aurons, r étant la distance de ce point à un point quelconque (r, j-, z)

de la sflrface,

„ X.' Y' Z'

COS^ = —T—^ ' -1 COS/Î = . rr-^ 1 cosÇ
V'.r' -H y -h Z- ^.r» -+-y -+- z-

'
^x' -t- /' + z'

et par conséquent

d — d — d —
I

A -— cosÇ -I- B^-cos>j H- C -—
- cosC =

ax dy az ~
r'

En désignant par R la distance de l'origine au point (x, j-, z), par
(J*

sa loiigiludo et par le complément de sa latitude, on aura

X- -+- y- 4- z- = R-, dr; = R- shiOr/^M.

Donc 1 intégrale ci-dessus étendue à la sphère a pour valeur le pro-

duit de la valeur de v au point [x,, j-,, z,) par l'intégrale

Désignons par K la valeur de cette intégrale définie, dont nous nous

occuperons tout à l'heure, et que nous trouverons égale à /4 7rv ABCî

alors l'équation (A) deviendra

J lit J r l>t

Tome XV (2* série). — Avril i8;o. 16
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ou

J Dt' J r Dt'

^'désignant la direction opposée à /.

Considérons ensuite le volume compris entre la surface 7 et une

autre surface a' qui renferme la première; - ne devenant pas infini

dans cet intervalle, on peut appliquer l'équation (A) à tout Cf volume,

et l'on a, en supposant que la surface 7' aille à l'infini, •

/'i De

Ajoutant les deux équations obtenues, on a

donc i> est le potentiel d luie couche dont la densité est

I /Dr D('\
~ k\d7 ~^

d7')'

3. Calculons maintenant la quantité K. Remplaçons, dans l'ex-

pression de R, les variables oc, j, z par

.r =^ R sinS cos(|/, >^= R sin5 sinij;, :=Kcos6,

et nous aurons pour 1 expression de K

i/o «A) \

sin'Scos'J/ sin^ôsinH cos'S

A B C
Faisons cosS ^ x, et nous aurons

K =
^— I «/o

(Mx'+P=)'
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en posant

^-C Â~ b'
*^~

A ^' B '

Or on a

I

L
dx _ 2 _ 3 y/C ,

il en résulte

Posons

et nous aurons

R= 2 V C /

t^

di/

COS^'

d^ _/R /" (I + Z')rfz

I cos'-iI< sin^i|j I
21 — —I )2--.-Z'

Z' + 2

sont

Les deux racines en z- de l'équation

et elles sont réelles si A esr< B, comme on peut le supposer. Reste

à déterminer leur signe; or on a

, B /B \ ^ / 2B '\î

,
, . 2B

donc les deux racines auront toujours le même signe que — ^ -f- «

i6..
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ou que — 2B-1-A et elles sont négatives. Désignons -les par — «-

et — a'-; nous aurons pour l'intégrale ci-dessus

C (I — z^)dz l — a? z a.'-'—x z

I T'T~,
—

;w ; ,
—TTi = -m n si'C tane - -1—;-— arc tant; -r-

Donc on a

f cos'ijj sin^ij/

B

I a' — I= i6BvC—75 ^^ a''c tane- + -rrr. r: »rc tan^ -7 )
•

' \a[a."'~oi?) ^a a'(a'-— a=) "^ I

Cette expression peut être beaucoup simplifiée; en effet, u et a sont

les racines positives de l'équation

/2B \ „

« — 2(-— — i|a-H-[ = o

ou

et appartiennent au premier facteur; on a donc

aa — ï, CK. -\— = '2 \/ - •

a VA

Remplaçant a' par -5 on a

K = i6B\/C —^(arc tang - -f- arc tang-^J = 16B y'C ^
^ •~:

on a aussi

I + a- I T ^/b
a -f- — '

donc enfin

K = 4;tvABC.



PURES ET APPl.IQUÉES. 128

i. Le 11° 5 de notre Mémoire peut être facilement génér.ilisé, et le

théorème qui s'y trouve peut aussi être établi par la considération de

l'équilibre de température d'un corps non plus isotrope, mais cris-

tallisé.

a. Rappelons la formule qui donne le flux de chaleur qui traverse

un élément plan dont la normale fait avec les axes des angles ^, /j, Ç.

Cette formule est

U = U^ cos^ -+- U^ cosr; -+- U^ cosÇ,

U étant ce flux rapporté à l'unité de surface, et \J^., U,, U- les flux

estimés de même qui traversent trois éléments plans perpenrliculaires

aux axes de coordonnées et passant en un même point avec le premier

élément.

Si l'on choisit convenablement les axes de coordonnées, la tempé-

rature d'équilibre satisfait à l'équation

^^ = A^ + «;^^c- = o,

et pourvu que la propagation de la chaleur dans le milieu se fasse de

la même manière dans deux directions opposées, U^, U^, U, seront

t < i '{"
-r,

dv dv . ,, 11.1
proportionnels a A-^i d— i C — ? et, par suite, si I on a multi[)lie les

coefficients de l'équation précédente par un nombre convenable, un a

U,.= A^, U,. = B^, U- = C^^

et

U = A —- cost 4- B — cos'/j + C — cosÇ.
dx dy dz '

En adoptant les notations du n" 1 de cette Note, nous avons donc

U = P ou U = -—•
T D<

Ainsi l'expression que nous avons représentée par —^ est celle du

flux de chaleur qui traverse l'élément de surface dont la normale fait
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avec les axes les angles |, n, Ç, flux de chaleur qui peut être regarde

coinnie ayant la ligne t pour direction.

Imaginons un corps cristallisé T en équilibre de température ter-

miné par une surface a, et dont la température est donnée en chaque

point de cette surface.

Concevons autour du corps T un autre corps de nature identique

qui remplisse tout l'espace restant; il est seulement séparé du corps T

par un espace infiniment mince qui est le siège d'une source de cha-

leur; enfin la température est maintenue à zéro à l'infini. La tempé-

rature V à l'intérieur ou à l'extériem- de celte couche sera donnée par

la formule

47rv'ABC

et la quantité
/De Dc\ j

représente le double du flux de chaleur provenant de la source qui

traverse l'élément d'j.

Théorème sur Vexpression âou.

6. Continuons à poser

, d- Il ^ d-u ^ d- Il ,,

et le raisonnement qui a conduit à léquation (2) du n° 7 de notre

Mémoire nous donnera l'équation analogue

fu au' tk — fu' au dzô

où n et n' sont des fonctions continues des coordonnées rt, b, c d'un

point quelconque du corps. De plus, leurs dérivées des trois premiers

ordres doivent être supposées jouir de la même continuité.
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Si l'on V f;iit

on aura

pourvu que le poinl (^, J',
z) soit extérieur à la surface a.

Si le poinl {ji',j, z) est situé à l'intérieur de la surface a et t[u'un

fasse encore u' = /•, on appliquera l'équation ci-dessus au voliune

compris entre la surface g et celle d'une sphère dont le centre est .m

point (^, j-, z) ; en faisant usage de l'expression obtenue au n" 3
pour R, on aura la formule

OÙ dans le dernier terme on remplace a, h, c par a
, y, s.

Sur la valeur de âv à l'intérieur de la masse.

7. Soit le potentiel donné par l'intégrale triple

^ = fffî^^dadbdc,

qui est étendue à un volume FT et dans laquelle on a

,,
{.r — nV (X — l'y {z — c)'

/• = : -t- -^^^—^ +-ABC
Si l'on a A = B r= C ^ I , on sait que l'on a

Al' = ou Av — — {\nfp[.r, y, z),
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selon que le point (,r, y, z) est situé en dehors ou en dedans de !a

masse. Dans le cas général où les nombres positifs A, B, C sont quel-

conques, on peut, selon la méthode du cas particulier, imaginer une

sphère infiniment petite qui renferme le point (a;, y^ z). Si V et V,

sont le potentiel de la sphère et celui de la partie du volume II exté-

rieure à la sphère, on aura (JV, = o, et èv sera égal à (?V, qui sera

seul à déterminer.

Le potentiel de la sphère homogène ne peut plus maintenant s'ex-

primer qu'à l'aide d'une intégrale définie simple, et il faut diriger la

recherche avec soin pour obtenir c5*V sans calculs trop compliqués.

Le potentiel d'une sphère, dont la densité est l'unité, sera donné

par l'intégrale triple

i. = f
f
f '- dadhf/c

,

tous les éléments ^«f/A^c appartenant au volume de cette sphère; et

l'on a

Si donc nous posons

R» = (x _ ^)2 -^
(j - hy + (z - c)-,

A -T- représente la composante suivant l'axe des x d'une attraction

dont la loi élémentaire a pour valeur —
-,
point important à remarquer.

La sphère qui nous occupe peut être supposée avoir son centre à

l'origine des coordonnées, et elle renferme le point M ix, j-, z); son

équation sera

X=-f- Y* + Z== £-.

Soit (Vw un angle solide élémentaire dont le sommet est en M et mené

dans la direction du rayon R qui joint le point M au point [a, h, c).

Dans cet angle solide, prenons l'élément de volume R-r/wr/R limité

par deux sphères dont le centre est en M et de ras on R et R + ^R.

L'attraction sur le point M de cet élément de volume, d'après la loi
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donnée ci-dessus, est

y^ étant un coefficient constant. Faisons la somme de tous les éléments

de la sphère renfermés dans l'angle ^/u, nous aurons

la limite supérieure R désignant la distance du point M au centre de

la section de la sphère formée par l'angle solide.

Les trois composantes de cette attraction sont

— dR, Jd(jicos[i
I

—dR, Jdwcoif.vi —dR.

X, |Ji, V étant les angles de R avec les trois axes de coordonnées.

Pour les composantes de l'action du cône opposé par le sommet au

premier, on aura

r"
R' /'° R^ /*'' R'— dR, fd(ù cosal —dR, /"rfw cosv I — ^-^R,

- - R'
'^ J— R'

' J- R'
'

R' étant la distance du point JM au centre de la base de ce cône.

Ajoutant, on a pour les composantes de la somme des deux attrac-

tions

/''^R' /^'^R^ /^'^R
fdùiCOsX y,dR, fdwcos{j.i —dR, /rfwcosvi '^dR.

Nous avons ensuite, R étant la distance de M à un point («, |3, 7) de

la sphère,

a— x = Rcos),, jS — _^ = Rcos/Ji, 7 — z = R cosv

et

R-
2 /cosH COS'p COS'lABC

Tome XV (2" série). — AvniL 1S70.
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Par suite, la première des trois composantes a pour valeur

r^±^^
3 (R + R').

/ cos' X cos' U COS' V \ '

D.ins l'équation de la sphère

faisons

X = j: -t- R cosX, Y = > +Rcos|n, Z = z + Rcosy,

il viendra

R- -h ^(j:' cos>. -hj cosij. + zcosv) R = £- — x- — J'^
— z',

et on aura

R + R'= — 2(0: cosX +^cosa 4- zcosv).

On a flonc pour la première composante

, COS>. (.r COSÀ 4- ) COSU H- ZCOSV ,- 2j ^ 1 ^ ^,^.

/cos'X cosV cos'vX'

Intégrant tout autour du point M, et supprimant les ternies multi-

pliés par > et z dont les intégrales sont nulles séparément, on a pour

la quantité A -r-
' a.r

. fi\ p cos'Xrfu
A — = - .r

(Ix

J cos' X cos' f* ces' V \ '

On a deux expressions semblables pour d-t-' *^'"7-' *^^i P^r suite, on

obtient

•/=V n'^'V --, n! = V ,'^ du,

,?V = A^4-B'^+C^ = .-
dx' ' " dy '

"' dz'
'

i

J
/cos'îl cos'u cos'vN'
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Adoplaiil deux angles 6 et 4- des coordonnées polaires, posons

cosS = sinô costj/, cosy; = sinSsinij;, cosÇ = cosô,

r/w = siuQ (iôct'\i,

et nous aurons

C?V =
I I /sin'9 cos'r]9 cos'\!< sin'9sin"\j( cos

B ; /

Celle intégrale double est celle que nous avons désignée p.ir K au

n" 5; nous avons donc

De là on conclut qu'au point (jr, y, z) de la masse FI, où la densité

est o (.r, } , z), on a

§f = - 47;VABC ip(x, j, s).

8. La quantité que nous appelons second potentiel a pour valeui

on a

et pai' suite

5^u- = o

si le point [x,j-, z) est extérieur au volume 11,

c?oii' = -- BrryABC ç(x, j', z)

s il lui est intérieur.

Sur la solution générale de réquation <^ou — o.

Dans ce qui précède, nous avons dû faire quelques modifications

aux raisonnements de notre Mémoire pour leur donner l'extension

que nous nous sommes proposée; mais, à partir de ce point, les dé-

monstrations restent les mêmes, ou n'exigent que des changements

insignifiants.

17..
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Ainsi, on a sur la solution de l'équation San = o les théorèmes

suivants :

i" Toute fonction u qui satisfait, dans l'intérieur de la surface 7, à

l'équation oàu = o, et qui y varie d'une manière continue avec ses

dérivées des trois premiers ordres, est la somme du premier potentiel

d'une couche qui recouvre la surface a, et du second potentiel d'une

autre couche mise sur la même surface.

[11 est entendu que les coefficients A, B, C qui entrent dans ce pre-

mier et ce second potentiel sont les mêmes que ceux qui figurent dans

l'expression de â&u. Si l'on voulait indiquer les coefficients A, B, C,

il conviendrait d'appeler ces quantités le premier et le second poten-

tiel (A, B, C).]

1° Il existe une fonction, et une seule, qui satisfait à l'équation

(iou = o dans l'intérieur de la surface c, qui y varie d'une manière

continue avec ses dérivées des trois premiers ordres et pour laquelle ;/

et ou, ou u et —,> ont sur la surface <7 des valeurs déterminées.

3" Soient un point (x, j-, z) extérieur à la surface a et un point

(«, />, c) à l'intérieur; posons

/•- = {jc - a)' + (jr - f))- -^ {z - c)-,

a- = rcosS, j- = rsin5 cosi|i, z = rsinô sintj/;

si une fonction de {x, j , z) satisfait partout, à l'extérieur de a, à l'équa-

tion ôow = o, qu'elle soit continue avec ses dérivées des trois pre-

miers ordres, et que, de plus, quand le point {x, f, z) s'éloigne à une

très-grande distance de la surface 7, elle se réduise à la forme

MR -h Ncos5 + Psin5 cosijy -+- Qsinô s\ni\i,

M, N, P, Q étant des constantes; cette fonction est alors la somme «lu

premier et du second potentiel de deux couches qui recouvrent la

surface.
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Extrait d'une Lettre adressée à M. V.-A. Le Besgne;

Par m. J. LIOUVILLE.

«... Permettez-moi de vous communiquer une formule que je

crois nouvelle et qui vous paraîtra peut-être inléressante. Cette for-

mule conduira, je l'e.spère, à des conséquences utiles dans la théorie

des nombres, dont vous vous êtes occupé avec tant de succès.

» Soit m un nombre entier donné, de la forme

4/+ 1.

Posons d'abord, de toutes les manières possibles,

m = i- -r zs^ +- lô.î'-',

/ désignant un entier impair et positif, za un entier pau-, positif, nul

ou négatif, enfin s un entier indifféremment pair ou impair, positif,

nul ou négatif. Puis cherchons la somme

(A; 2(-ir"~'.ff^)

relative à tous les systèmes de valeurs (/, sr, s) pour lesquelles notre

équation a lieu : ^ indique ici une fonction algébrique ou numérique

quelconque.

1 D'un antre côté, faisons aussi, de toutes les manières possibles,

m = /^ -I- s
if

-f- H .> j

,

/, désignant un entier impair et positif, ts, un entiei- pair, positif, nul

ou négatif, enfin s, un entier indifféremment pair ou impair, positif,
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mil ou négatif. Puis clierchons, pour tous les systèmes (/,, zs,, .<,), la

somme

(B) 2(-.)V%.),

ou la fonction J est la n)ême que ci-dessus.

» Je dis que les deux sommes (A) el (B), que je désignerai par A
et H, sont toujours égales entre elles. En d'autres termes, on a toujours

(i) 1 {- .r~ -f(B7) = 2 (- ly. ,i{u,).

» Vérifions ce théorème sur quelques exemples. Prenant dahord

/H = I ,

nous aurons pour l'équation

m =: /- -I- a'- +- \6s'-

une seule solution, savoir

/ = I , J5 = O , i' = o

,

et, par suite,

A = ir(o).

D'autre part, l'équation

m = i'^ -+- 7s'\ -!- 85J

n'a aussi alors qu'une seule solution, savoir

j, = I, ??, = o, .f, = o,

de laquelle on conclut

B = .-i^io);

donc A = B, conformément a notre théorème.
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» Soit à présent

w = 5.

L'équation

5 = r + zs- -+- i6s-

ama deux solutions, savoir

/ = I , CT = !
, ,V = O

,

puis

/ r= I , Z? = — 2 , J = O,

d'où

A = .f(2) + ,f(-2);

l'équation

aura également deux solutions, répondant l'une à

/, = I , OT| := 2, j, = o,

l'antre à

/, = I, 57, = — 2, .y, = o;

de là pour B celte valeur

-f (2) -f- .^(- -.),

qui est bien celle même de A.

» Soit, comme troisième exemple,

m = q.

L'équation

9 = /- + ro- -t- i6i^

n'a qu'une seule solution, fournie par

/ = 3, ôs = o, s ^ o,

d'où

A = - -f (o).
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Quant à l'équation

elle est vérifiée non-seulement par

/, =3, 57,=: O, i, =r G,

mais encore par

/, = I, 5T, = O, S, = 1,

et par

/, = 1 , 3T| = o, f
I

= — I .

De là

B = r*{o) - ,'ï(o) ~ §{o) = — J(o).

Donc, cette fois encore, l'équation

A = B

se trouve exacte. Je ne pousserai pas plus loui ces vérifications

faciles. »
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Etude sur la mécanique des atomes [*];

Par m. Félix LUCAS,
Ingénieur des Ponts et Chaussées.

§ 1. — /actions intérieures d un système atomique.

Sommaire : Définition d'un système atoinituie. — Données analytiques. — Notations.

— Action totale en un point. — Effort total. — Effort de déplacement. — Effort

de déformation. — Déplacement auxiliaire. — Relations entre les efforts. — For-

mules au potentiel.

1. Définition d'un système atomique. — Soit un système de corps

absoliitiient quelconques pour leurs formes, leurs masses et les sub-

stances qui les composent. Assignons-leur respectivement les indices

I, 2t Dj...5il,

qui nous serviront à les désigner.

Disposons ces corps n'importe comment dans l'espace, pourvu toti-

tefois que leurs distances soient immensément grandes relativement à

leurs dimensions. Ces dernières deviendront négligeables, en sorte

que nous pourrons concentrer par la pensée la matière de chaque corps

en son centre de gravité.

Les points matériels ou atomes ainsi obtenus seront des centres d'ac-

tion s'attirant ou se repoussant les uns les autres suivant des lois dé-

terminées. Leur ensetnble constitue ce que nous appelons un système

atomique.

[*] Des recherches préliminaires ayant trait au même sujet ont donné lieu à un

Rapport à l'Institut, par M. de Saint-Venant. ("Voir Cnwptc.i rendus, séance du i4 f''-

vrier 1870. )

Tome XV {-i' série). - Avril 1870. ' "
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2. Données analytiques. — Pour déûnir géométriquement un pareil

système, il suffit de connaître pour chaque atome m les trois coor-

données
Y Y 7

qui rapportent à trois axes rectangulaires quelconques sa position dans

l'espace.

Poiu- le définir mécaniquement, il faut d'abort! ajouter à ces don-

nées la masse g,„ de chaque atome m. Il faut ensuite se donner les

expressions analytiques de Vaction et de la réaction qui existent entre

les atomes m et n, m et n étant deux nombres inégaux quelconques

pris dans la série

I, 2, :i,..., N.

Nous admettrons que l'action exercée par m sur n tombe sur la

droite mn. Quand elle tendra à rapprocher n de m, noua dirons qu'il

y a attraction., et nous r<"garderons la force comme positive; dans le

cas contraire, il y aura répulsion, et la force sera négative. Nous sup-

poserons cette action de telle nature qu'on puisse la représenter en

grandeiM" et en signe par l'expression

R,„„ désignant la distance (positive) des points m eX ti, J,n^„ une fonc-

tion continue quelconque.

Nous admettrons en outre que la réaction de n sur m soit égale à

l'action de m sur n, niais dirigée en sens opposé.

Les combinaisons deux à deux des indices

étant au nombre de

I, 2, 3,. . ., N

N(W- i)

il y a autant de fonctions / correspondantes, que nous supposerons

données. «
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3. Notations. — Afin de simplifier les écritures qni vont siiivro

,

PI, Il

nous
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posé rigide. De là les six équations

(6) S,„ U,„ = S,„ V„, = S,„ W,„ --- o,

L ^rn [ • m -^ m ^m ^ n* /
— ^i

il) S,„(VV,„Y,„- V,„Z,„) = o.

' S,„(U,„Z,„-W,„X,„)=:o.

3. Effort total. — Si les points m et n venaient à subir des dépla-

cements infinitésimaux {jc,„, j\„, z^) et {x„, j,„ 2,,), les trois projec-

tions de l'action exercée par le second de ces points sur le premier su-

biraient des variations représentées par les expressions

I X F' / -I- F r

\^ }
j

^ «, m ^ m,fi ' in,n ' *- in,n J ti,mt

I 7 F' r -^ F z

dans lesquelles

(9)
,
y», m =Jn - J.

T„ — Xm>

I

m)

2„ Zm*

l,**-'y ^ fn,n — ^ ^f/,m ' ^^ Jn,m ~l~ H -^11,111'

"m. Il "-m, n *^m, n

Supposons maintenant que le système atomique vienne à changer

de figure infiniment peu, de manière que chacun de ses points subisse

un déplacement infinitésimal, l'action totale au point m é()rouvera

une variation représentée par les formules

Nous appelons effort total., ou simplement effort, an point m, la ré-

sultante de ces trois petites forces.

Les expressions (11) sont linéaires relativement aux (x,„, j-,„, z,^) et

aux [x,„ jn, z„). On peut donc décomposer l'effort total en deux par-

ties, savoir :

1° L'effort qui résulterait du seul déplacement du point m, tous

les autres points restant fixes;
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2^ L'effort qui résulterait des déplaceuienls tie tous les auti es points,

m étant supposé maintenu dans sa posilion primitive.

Nous pouvons appeler la première composante pfjott de déplace-

ment, et la seconde ejjoit de dcfonvcHion. Eu désignant respective-

ment leurs projections par [u„„ v,„ w',„), et [u„„ p;„ hC), nous aurons

\ ''m — '-,„ 'i- '',,,1

<>. Ffjort de déplacement. — Les valeurs de «^„, c',,,, n''„ s'obtiennent

en faisant

(r3) x„=j„ — z = o

dans les formules (i i).

Posant, |)oiir simplifier les écritures,

/X,

(•4) {y (^ f:„^„ -^ F„,,,/) = o.„ |.,,„,

' V Y

1 -^"/i "m. Il

13) Z- ~iî ^'"" = ^'"^'«1

f y ^"' •^ •^"- '"

F' — t^ R

on trouve

^ ^'m — '^OT'^ I "m ym "+ l'«^/n)

pour expressions des trois projections de l'effort de dép tc^inent.

7. Effort de déformation. — Les valeurs de «"„, p,'„, «•' s'oli
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tiennent en faisant

(17) J^m = J;« = Z,„ = O

dans les formules (i i). Il vieiit ainsi

I
''m ^-^ •^n ( -^n ^ m, n fm.n + r m. « ^n )>

(18) ,
fI, = -S,, ( r„ F;„^ „ r,„. „ H- F„, „ _y„ )

,

' w" = 2 fr. F' /• -I- F 7.
'>

La valeur de /•,„,„, déduite de la formule (lo), est

f I Q ) /• = ^^ ^ -1- — r -f- — r.

8. Déplacement auxiliaire. — Posons

(20) ' - - i>„,— P,„|,„ +- B,„)î„, -h Q,„Ç ,

— —
- ^m— Rm ?m "^ Qm ^m "1- C„ w,„.

rt"!

Les trois inconnues 2„, /j,,,, Ç,„ déterminées par ces équations pour-

ront être regardées comme les projections «l'une droite infinitésimale

dont elles feront connaître la grandeur et la direction.

Si, rendant fixes tous les atomes à l'exclusion de m, on imprimait à

ce dernier un déplacement égal et parallèle à la droite ci-dessus défi-

nie, l'effort correspondant aurait pour projections u"„„ v",„, w"„. Au

moyen de ce déplacement auxiliaire ^„,, y3,„, Ç„, les valeurs des projec-

tions de l'effort total défini au n° 3, peuvent s'écrire

1 - r- «m = A,„ {X^ -4- |,„) + P,„(jKm -I- fi„.) -f- R,„ (Zm + Cm),
I O'w

(21) \- -^^ '^m
— P/«(^m + ?,„) -^ B,„;j-,„ + n,„) 4- Q,„(z,„ -h Ç,„),

"'m = '^mi^m + ?,« ) + Qm f Jm + >îm) + t;„ (s,„ + Ç„,).

9. Rclatioiii entre les efforts. — Apres comme avant la déforma-

tion, les forces intérieures sont deux à deux égales et contraires. Si l'on

supposait que le système devînt rigide, ces forces se feraient équilibre.
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I.e système déformé donne donc naissance k six équations analogues

à celles des groupes (6) et (7), et qui se déduisent de celles-ci on rem-

plaçant X,„, Y,„, Z,„ par (X,„ + .r,„), (Y„, -+-r,„), (Z,„ 4 z,„), et V,„,

U,„, W,„ par (U,„ -I- u„,), ( V,„ -l- c,,,), (VV,„ + n',„).

Néiçligeant les iiifinimeiit petits du second ordre, et tenant compte

de (6) et
( 7), on trouve ainsi

(22) S,„ u,„ — S,„ (',„ =- S,„ ir,„ r= V,

i
S,„(V„,j:',„ - U,„j,„j. 4- S,„((',„X,„ - «„,¥,„) = o.

(23) • S,„(.W,„j,„ — V,„ z,„) -f- S,„(M',„Y,„ - t'„,Z,„) = o,

' ^/n(^mZ,„ ''m-^/nj +" S,„ ( W,„ Z,„ — H',„A„, ) =: O.

10. Formules au potentiel. — Si l'on pose

la fonction '^,„ re|)résente le /30/<?«</e/ relatif au point m dans le sys-

tème prunitif.

On trouve, en prenant ses dérivées premières,

(^5) ^^ = ^^'«'

d^,„ _ ,,

-

riz. ~ '"'

et, en prenant ses dérivées secondes,

(26) \-J^ "= - ë'ni^nn

dX„dY„ dY„,dX„ »-n',„:

^ '' '' r/Y,„dZ„ ~ r/Z„,dY„, ~ " ë''«^""

dZ„.dX„ rfX,„rfZ„,
~ ê''"!^'"
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§ II. — Statique atomifjue.

SoMMAïKE ; Objet de ce paragraphe. — Équations fondamentales. — Équations inverses

— Ellipsoïde. — Axes principaux des coordonnées. — Divers modes d'équilibre. —
Paramètres physiques. — Constitution des corps. — Phénomènes calorifiques. —
Mouvements infinitésimaux.

I. Objet de ce paragraphe. — Assiijeltissons tous les [)oints crtiii

système atomiqtie à une fixité absolue. E'action totale au point m
prendi-a une direction et une intensité que nous pourrions calculer

au moyen des formules précédemment établies.

Imaginons qu'on applique à ce point m une force égale et contraire

à cette action totale. Détruisons ensuite sa fixité, sans lui imjjrimer

aucune vitesse; il se trouvera évidemment en équilibre et dans un état

de repos absolu.

Cela posé, asstijettissons la force auxiliaire à rester, quoi qu'il arrive,

constante en grandetir et en direction, et supposons qu'on donne au

point m divers déplacements infinitésimaux autour de sa position

d'équilibre. A chacun de ces déplacements correspondra un effort de
grandeur et de direction déterminées. .

Il existe, entre les déplacements et les efforts, certaines lois de dé-

pendance que nous allons étudier.

2. Ë(iiiatinns fondamentales. — A cet effet, nous désignerons par :

Jc,j, z les trois projections d'un déplacement quelconque;

«, t", w celles de l'effort correspondant;

g la masse du point m\

A, B, G, P, Q, R, les paramètres constants relatifs au point m, que
nous avons précédetn tuent représentés par A„, B,„, C,„, P,„, Q,„, R,„

Nous aurons alors pour équations fondamentales

- - = A.r 4- P) -^ Rz,

(0
I

- - = Px-H Vif -h Qs.

— - = Rjc- -+- Qy -(- Cz.
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Ces équations t'IniU linéaires, on voit quVi des dcplaceinents opérés

suivant une même droite correspondent des ejforts dirigés sur des

droites parallèles entre elles; les intensités des ejforts sont proportion-

nel/es au.v amplitudes des déplacements.

m

3. Eipuitions inverses. — Des équations (i) on peut déiluire des

équations inverses, exprimant x, j, z au moyen de u, f , w.

Formons en effet le déterminant symétrique

I

A P H

(2; A= P P) g
I

R Q ^'
i

et désignons par a, h., c, p, </, r ses mineurs relatifs à A, B, C, 1\ Q, K.

Posons ensuite

^a=zAà, b=lVA 6- = C'A,

'jOfcP'A, r/ = Q'A, z^R'A;

noiis aurons

1 — g.x- = Au -\- P' t'-t- R'(r,

\-gz= Ru + QV4- C (»

4. Ellipsoule. — Si la direction du déplacement vient a varier de

tontes les manières possibles et qu'en même temps son amplitude reste

constante, on a

(5) a-^H-j- + z-= /=,

r désignant cette amplitude.

On déduit alors des équations (4)

(6) (A'«+P\'-(-R'tv)--H(P'«-i-B'i'+g'iv)^+(R'M-f QV-+-C:'nv'= g''''.

Par conséquent, en menant par un point quelconque de l'espace

des lignes égales et parallèles aux divers efforts, on obtient pour lien

géométrique des extrémités de ces droites la surface d'un ellipsoïde

Tome XV (2« série). — Mai 1870. IQ



'46 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

t>. Âxcs py'mcipnux des coordonnées. — A chaque valeur de r

correspond un ellipsoïde parliculier; de là une famille de surfaces.

Tous ces ellipsoïdes sont semblables et senihlnblcinenl orientés. Ils ad-

mettent tous un même système de plans principaux , auxquels nous

pouvons rapporter nos coordonnées.

Nous faisons ainsi disparaître dans l'équation (6) les termes en uv,

uw, vw. On a donc

(7) P'=:Q'=R'=o,

et les équations (4) deviennent

i-gx = iVu,

(8) _.^^. ^B'.,

\ - gz = C'w.

Posons enfin

(9) A'H = B'K = Vn. = >, •

et nous aiu'ons

- M = — Hx,
g

(10) - % = _ Ky,

- w= — \,z.

Ces équations expriment, sous la forme la plus simple, les lois de

dépendance entre les efforts et les tléplacemenls correspondants.

Pour qu'un déplacement et l'effort qu'il engendre tombent Ions les

deux sur la même droite, de manière à former un angle nul ou égal

à 71, il faut et suffit que cette droite soit parallèle à im des axes prin-

cipaux des coordonnées.

6. Diveis modes d'équilibre. — Désignons p'ar O la position initiale

de l'atome m.

Si les trois paramètres H, K., L sont positi/s, l'effort (11, v, w] en-
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gendre pur un cléplacemeiit quelconque (x, 7 , r) tend à rapprothd- nt

du point O. 11 y a donc équilibre stable.

Si ces trois paramètres sont ?tiils^ un déplacement quelconque n'en-

gendre aucun effort appréciable. L'équilibre est indijjercnt.

Si ces trois paramétres sont négatifs, l'effort a toujours une tendance

à augmenter ram|)litude de l'écirtement. Il y a équilibre instable.

Le point O se tomporic, dans le premier cas, comme un foyer d'at-

traction; dans le second cas, il est inactif; dans le dernier cas, il est

répulsif.

Dans le premier cas, l'atome m rappelle à notre esprit la molécule

d'un soliile ; dans le second, celle d'un lii/iiide; dans le troisième, celle

d'un gaz.

Si Vuii des trois paramètres était fiiil^ les deux autres étant positijs,

ou encore si l'un de ces paramètres était positif , les deux autres étant

Tiuls, l'équilibre serait à la fois indiffèrent et stable. La solidité serait

incomplète; l'atome /// pourrait représenter la molécule d'un corps

pâteux.

Si r«« des paramètres était negntij, \es deux autres élant tnds, ou

encf)re si Vun des paramètres était nid., les deux autres étant négatifs,

l'équilibre serait instable et indifférent . Il y aurait gazéité unparlaile;

l'atome m rappellerait à l'esprit la molécule d'une vapeur naissant

d'un liquide.

Les combinaisons suivantes :

deux paramètres positifs et uti négatif,

un paramètre positif, un nul et un négatif

un paramètre positif et deu.x- négatifs,

caractérisées par la coexistence des signes -f- et -
, donnent n.ii&sance

à un équibbre à la fois stable et instable; l'atome m peut alors repié-

senter la molécule d'une vapeur émanant d'un solide.

7. Paramètres physiques. — Ainsi donc les valeurs des coefficients

H, R, L servent à caractériser l'état physique de l'atome m; nous les

appellerons pour ce moùf paramètres physiques.

Ces paramètres sont les valeurs particulières que prennent A, B, C
dans les équations (i\ lorsqu'on rapporte le système atomique aux

19..
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plans principaux des coordonnées relatifs an point m. Alors P, Q, R
sont évidemment nuls.

En désignant par X, Y, Z les coordonnées du point O rapportées à

ces plans et par *I) le potentiel relatif au jioint ni, on a

li = ^,

<» \ — ,

Nous voyons, par ces loiinnles, que les pnnunètres physicjues de

l'atome m dépendent non-seulement des masses atomiques et de la

nature des actions à dislance, mais aussi de la configuration géomé-

trique du système.

Supposons que la figure se déforme suivant une loi continue quel-

conque, le point m étant maintenu dans sa position primitive O par

i;ne force auxiliaire constamment égale et contraire à l'action totale

en ce point. Les valeurs de H, K., L subiront elles-mêmes des varia-

tions continues; elles pourront passer par zéro et changer de signes.

Il se produira des lors au point m des changements d'état physique.

8. Constitution îles corps. — Quel que soit l'état physique d'un

corps naturel, on admet aujourd'hui que ce corps est composé de
molécules séparées entre elles par des intervalles infiniment grands

relativement à leurs dimensions et agissant les unes sur les autres en

fonction des dislances.

En reportant par la pensée la maliér<' de chaque molécule sur le

[)oint mathématique qu'elle admet pour centre de gravité, on obtient

un système atomique.

Cela posé, considérons d'al)ord un corps solide. Dans le système

atomique correspondant, les trois paramètres physiques seront positifs

en chaque point. L'équilibre réalisé à un moment donné sous l'ac-

tion de forces extérieures quelconques sera doué de stabilité. Les

posiiions correspondantes des atomes jouant alors le rôle des centres

attractifs, le corps présent( ra une certaine résistance aux déformations.
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Si une cause accidentelle vient le comprimer ou le dilater, il conser-

vera comme une tendance à reprendre sa forme première. De là les

phénomènes qui constituent Vélasticité du solide.

Dans un licpiide paifail, les li'ois paramètres pli\hic]ues se Irouve-

raitnt nuls en chaque point. Un tel corps n"e\isle pas dans la uiilure.

Mais on connaît îles corps presque liquides. Les valeurs de H, K, L
sopit alors très-faibles en chaque point. De là des équilibres presque

iudifiérenls auxquels est i\w' la viscosité du corps.

Les molécules il'un gaz ne sont jamais en repos; elles n'oscillent

jamais autour de positions moyennes. Si l'on pouvait à un uiomenl

dotuié délrnire leurs vitesses et appliciuer à chacune d'elles une forci

extérieure capable de la iiieltie en équilibre, on n'obtiendrait ainsi

qu'un équilibre instable. Dans le système atomique correspondant, les

trois paramètres pliysiques seraient négaiijs en chaque point. Au

moindre trouble apporté par une cause accidentelle, les |>osilions

prunilives des atomes deviendraient comme des foyers répulsifs. La

force expansive du gaz apparaîtrait aussitôt.

9. Phénomènes cnlorijùjues. — Considérons maintenant un corps,

tel que le plomb, solide à la température ordinaire, et soumettons-le

à l'aclion d'une clialeiii' croissanlc l>es paramètres j)hysiques sont, au

début, positifs en chaque point. A mesure que le corps se dilate, ils

vont en décroissant, et la solidité diminue. Bientôt ces paramètres de-

viennent assez faibles poiii' (pie le métal prenne un état quasi-liquide.

Des qu'un cei'Iaiu iiond)re d'entre eux passent au négatif, des vapeurs

commencent à se dégager.

I>es changeiuenls d'étal des corps sous l'action du calorique se

présentent ainsi comme la conséquence directe des déformations gra-

duelles ipi'ils siibisst-nt 11 n'est donc pas nécessaire, comme on l'a

cru souvent, pour expliquer ces phénomènes, d'attribuer une forme

compliquée, et par suite invraisemblable, aux expressions analytiques

des actions à distance. Notre explication repose simplement sur les

lois incontestables de la continuité, sans rien conjecturer sur la nature

des forces molécidaires.

10. Mouvements infinitésimaux. — Supposons qu'après avoir écarté
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le point /// iiifiiiimetit peu de sa position priuiilive O, on I abaiiclonne

à lui-même en lui imprimant une vitesse initiale quelconque, un

phénomène de niouvetuent prendra naissance. Tant que le rayon vec-

teur Oui restera infinitésimal relativement aux distances atomiques,

les lois du mouvement seront exprimées par les équations différen-

tielles

19 = -"'

f
ri'z .—- = -- Lz.

,

fit

Considérons la premièi'e en particulier.

Si l'on a H o. l'intégration donne

(i3) ,r = fx sin/ VH + > cos/ vH,

p. et V désignant deux constantes arbitraires déterminées par les con-

ditions initiales du mouvement. La projection du mobile siu- l'axe

des œ exécute alors une oscillation dont la période est -^•
s/H

Dans l'hypothèse H < o, on a

(i4) X = p.e'v^-1- ve-'*^.

La projection du rayon vecteur Om sur l'axe des jc finit par croître

sans limite assignable.

Si H est très-voisin de zéro, quel que soit son signe, on trouve smi-

plement

((5) X = <J./ -¥ v;

en sorte que le mouvement projeté sur l'axe des x est rectiligne et uni-

forme.

La seconde et la troisième équation du groupe (12), étant de même

forme que la première, donnent lieu à des intégrations analogues.

Cela posé, occupons-nous du mouvement effectif du mobile m.
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Si les trois paramètres physiques sont positifs, le rayon veclenr Ont

admet un innxiiniim. f.es équations finies .nialogues à (i3) s'api)liquent

indctiinmcul au pliéuomene. Dans le cas particulier où l'on muait

H = R -= L

,

il V aurait oscillation sur une droite déterminée. Plus généralement la

trajectoire offre une infinité do points de rebroussemeut ; elle va et

vient dans divers sens en conservani une sorte d'affinité pour sa posi-

tion prnnilive.

Si le signe négatif affecte un ou doux des paramètres, si encore il les

affecte tons les trois, la trajectoire acquiert une brandie infinie. Dans

le premier cas, cette brandie s'enroule autour d'une droite; dans le

second cas, elle ondule do part et d'autre d'un plan; on dernier lieu,

elle est comparable à la branche infinie d'une parabole gauche. Ees

équations différentielles {12) et, par suite, les équations finies cor-

respondantes no peuvent alors embrasser (pi'une partie ilu phéno-

mène réel. Dès tpie le rayon vecteur Om devient comparable au.\

distances atomiques, des lois nouvelles interviennent pour régir la suite

du mouvement.

§ III. — Les jmrainètres physiques.

So.MMAiBE ; Mouvement rapporté à des axes cpickonques. — Intégration. — Écpialion

intégrante. - Détermination des païamcties physiques. — Formules. — Applica-

tion. — Action pouvant donner lieu .1 des changements d'état physique.

1. Moia'eineiit rapporté à des axes quelconques. — Supposons

comme précédemment que tous les points d'un système atomique

quelconque soient maintenus fixes, à l'exclusion d'un seul d'entre eux,

m par exemple, de masse g, que nous regarderons comme un mobile.

Appliquons à ce dernier une force extérieure, égale et contraire à

l'action totale par laquelle il serait sollicité s'il occupait la position O.

Donnons au mobile un déplacement infinitésimal, imprimons-lui une

vitesse initiale et abandonnons-le ensuite à lui-même.

Prenant pour axes des coordonnées un système rectangulaire quel-
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conque, clésignuiis par jc, y, z les coorcloiinéfs de l'éc;iit au temps /.

Le mniiveinont aura pour équations différoiitielles

1 -S^ = A.r-MV-HRr,

(-g = R.r + Q,,.-(:z.

Ces équations se déduisent inimédiaternent du groupe i^i6) de noti'e

premier paragraphe, en y sup|jriinant I indice m, afin de simplitier les

écritures. )

f^es paramètres A, R, C, P, Q, R sont déterminés par la configura-

tion géoméliique du système doiuié, ilans l'hypothèse où m occupe

la position O.

Ils s'expriment an moyen du |iotentiel <I>, relalit à ce poini, par les

formules très-simples

'/ = <!>

gC=.
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.tcliiK'l pour inlégrale générale une des trois fonctions

!:>:

(4)

(5)

// siii / \s -+- h' cost \/s

,

lit + h'.

dans lesquelles h et h' sont des constantes arbitraires. On doit choisir

la i)reniière de ces fonctions si s est positif, la seconde si s est négiitil

,

et la troisième si s est nul.

Désignons cette intégrale générale par le symbole

(7) [h, h'),

qui met en relief ses deux constantes arbitraires.

fk'la posé, les équations (2) seront vérifiées par le système" fini

(8)

pourvu qu'on choisisse pour valeur de s inie racine de l'équation du

troisième degré

(9)

A -.5 P R

P B - .$ Q
R Q C - 5

— o,

et que, d'autre part, on assujettisse les six constantes //, //, />, />', /,
/'

à vérifier les deux systèmes d'équations linéaires

(,o)

(")

/ (A - s)h -+- PA + R/ =0,

Vh -+-(B-5)A-+- Q/ = o,

' RA + QA +(C-j)/ = o,

I (A -.?)//+ FA' + Kl' =0,
P// -+-(B-5)A'+ Q/' = o.

R^' -f- QA' +(C-j)/'^o,
Tome XV (2'' série). — Mai 1870. 20
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qui déterminent quatre de ces constantes au moyen des deux autres.

Une seconde racine s, de la même équation (g) donncrHit analo-

guemenl im nouveau système

j
a.- = {h,, /?',),

vérifiant les équations diffère ntielles (i) et contenant deux constantes

arbitraires.

La troisième racine s^ de la uiéme équ;ition (9) donnerait enfin un

troisième groupe

('3) j = (a„à;),

( z = (/„ /;),

contenant deux constantes arbitraires et formant une nouvelle solu-

tion particulière des équations (r).

Le groupe

j

x = {hji') + {h„h\] + {h,,h',),

(M) r = (A-, A')4-(A-,,A',) + i/„Ag,

;/,/') + (/., /'.) + (/,, /;

contenant en dernière analyse six constantes arbitraires, résout le

problème de l'intégration générale des équations (1). On obtient ainsi

les équations finies du mouvement du point w; les six constantes

arbitraires se déterminent d'après les conditions initiales du mouve-
ment (déplacement et vitesse an temps zéro).

3. Equation intégrante. — L'équation (9), qui nous a servi à opérer

l'intégration, mérite une étude particidière.

Son premier membre, représenté par un déterminant symétrique,

affecte une forme bien connue dans la théorie des déterminants. On
sait, d'après les travaux de Caucliy, Borchardt et Sylvester, que cette

équation admet trois racines réelles.
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Désignons |)af

I

A P H

([5) A = I P P. Q
' R Q f,

et' que devient le pieniier niembie de l'tHjualion (9) lorsqu'on y

fnit s = o.

Noms pourrons mettre cette équation sous la forme

{16) 5^' - (A + B -h (:).$= + (P= + Q- H- R= - AB ~ \iC-C\)s - A = o.

i. Deteriiiinaliun des paramètres physiques. — Si I on substituait

aux axes rectangulaires des coordonnées auxquels sont rapportées les

équations ([4) (en suj)i)osant qu'on ait déterminé les dix-huit con-

stantes //, k, l, etc.), un autre système rectangulaire, les coordonnées

JC^j', z s'exprimeraient par des fonctions linéaires des nouvelles coor-

données x', j', z'. Opérant la substilulion dans le grou[)e (i/j) et ré-

solvant ensuite par rapport à .r', 7', z, on arriverait à lUi groupe

d'équations de même forme.

Il résulte de cette observation que les trois racines de l'équation

intégrante (9) sont indépendantes des axes des coordonnées. On peut

donc, pom- déterminer ces racines, choisir indifléremtnent tel ou tel

système d'axes. Or, si l'on choisit en particulier celui des axes prin-

cipnu.T relatifs ui point O, position primitive de l'atome m, on a,

d'une part,

(.7) P=Q=R=.o,

et, d autre part,

(i«) -, B = K,

' C = I,

H, K, L désignant les paramètres p/i) si(jues de //•.

U'équalion (9) prend alors la forme Irès-simple

(19) {s-U){s -K){s--L) = o,

20..
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et l'on voit ainsi que l'équation intégrante admet pour radncs les trois

paramètres physiques.

Il suffit donc, pour calculer ces paramètres, de former l'écpiation (9)

pour des axes de coordonnées rectangulaires quelconques, et de la

résoudre par rapport à s.

Ces trois paramètres sont toujours réels.

Les racines de l'équation intégrante étant indépcndnnlcs des axes

des coordonnées, il en est de même des coefficients de cette équation,

c'est-à-dire des trois fonctions

A + V, + C,

P' + Q= + R- - AB - BC - CA
,

et

A =
A l> R

P lî O

R Q C

formées au moyen des six dérivées secondes du polenliel <!'.

î). Formules. — Nous avons donné, dans noire premier paragraphe,

les expressions générales des A, B, C, P, Q, R. Os expressions se

simplifient si, au lieu de prendre un point quelconque pour origine

des coordonnées, on place cette origine au point O, position d'équi-

libre de l'alome ni.

Soit, dans cette hypothèse, g„ la niasse d'un autre atome (piel-

conquo n, p la distance On, (a, j3, y) les coordonnées du point //, et

0"iO'iJ \P)

l'action exercée sin* n par m, lorsque ce ilernier atome est piaré en O.

On a alors

A = l„g„[a^pj'{p) 4- ir - c^n/ip)] ^'

20
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[P = 2„S„[p/'(p)-/(p)]5,
r

\

^^ = ^>.84pfip)-Ap)]'^'

6. Jpp/kntion. — Pour faire une application immédiate de ces

formules, supposons qu'on ait

(22) /(^) = ±.A

l'exposant a désignant une quantité réelle, de grandeur et de signe

fjuelconques.

Il vient alors

^
A :^ ± 2„ g„

p"~' [a a- + [p' - «-jj,

( ^3) H = ± 2„ .^, p"-' [«|S'^+ (.^ - /3=)j,

(24) jQ = ±(rî-,)I„^„Pyp-%
(r=± {a-i)l,,g,r/xp"-\

i" Supposons d'abord « > o, de manière que l'action soil propor-

tionnelle à une puissance (pielcojique de la distance.

Si cette action est attracti\'e (signe + des formides), A, B, C sont

toujours positifs, quelle que soit la configuration du système atomique,

quelles que soient aussi les masses de ses points. Il on est de même
des paramètres physiques H, K, L qui sont des valeurs particulières

de A, B, C. Par conséquent, il y a toujours ikpdlibre stable.

Si l'action est répidsi^'e (signe — des formules), les paramètres phy-

siques n, K, \j sont négatifs; il y a toujours ccjuilibre instable.

1° Supposoris maintenant a > o, de manière que l'action soit in-

versement proportionnelle à une puissance quelconque de la distance.

En ajoutant membre à membre les trois formules (23), on trouve

(25) A + B -H C = H H- K + L = ± (rt -^ -^ ^
n a>
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]jA somme (il -+- K -+- L) prend donc le signe de l'exjjression

rtz (n + 2).

Elle esl négath'e, soit si iaction est attractive (sij^ne -f) et inverse-

ment proportionnelle h une puissance injerieure à 2, soit encore si

cette action est re'pulsive (signe — ) et inversement proportionnelle à

une puissance supérieure à 1.

Un au moins des trois paramètres plivsiqiies étnnt alors négatif,

l'équilibre ne peut pas être stable.

3° Dans !e cas |);irlicalier où a = — 2, la somme (H -h K + L)

est identiquement nulle.

L'action atomique est alors une attraction nu une répulsion inver-

sement proportionnelle au carré de la dislance.

Les signes + et — apparaissent nécessairement tons les Ôvuk cians

le groupe des paramètres physiques. L'équilibre stable est encore im-

possible.

7. Aclinns pouvant douner lieu à des chaiii^emenis d'état plijsique.

— Du moment où une hypothèse faite sur l'action à distance exclut

la possibilité â'un équilibre stable ou celle d'un équilibre instable

dans un système atomique (quelle que soit la figure géométrique de ce

système), on doit regarder cette hypothèse comme inadmissible dans

les recherches mathématiques sur la constitution des corps naturels,

lesquels peuvent passer de l'état solide à l'état gazeux.

Si donc on voulait essayer l'explication des phénomènes physiques

en admettant une action à distance comprise dans la forme générale

il faudrait, d'après les observations précédentes, rejeter toute hy|)o-

thèse non comprise dans celle d'une attraction inversement propor-

tionnelle à une puissance supérieure à -à ou dans celle d'une répulsion

inversement proportionnelle à une puissance injérierire à 1.

D'antres considérations analytiques que nous n'entrevoyons pas

permettraient peut-être de resireiiulre plus encore le cliam]i tics hypo-

thèses.
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§ IV. ~ Efjorts engendres par une (li-Jonudlion infinitésimale.

Sommaire : Rappel df formules. — Nouvelles noialions. — Système iréqnations

linéaires. — Propriilés du déterminant. — Forme symétri([ue. — Équations dilfé-

rentiellcs. — InteyiMiion jjéutrale. — Réalité <Us racines s.

l. Rappel (le Jbrmnles. — Reprenant les nolatioiis adoptées dans

noire pieniier paragraphe, nous pourrons représenter l'effort total en-

gendré an point ni, pai- suite d'une déformation infinitésimale quel-

conque du système atomiqtie, par les formules

l "//( —* -^rtV -*-«,;« *
ni.fi ' rn^ft ~^ * m,fl "* /l,nt}t

*' m — -^« \ ^11,m ' m,n ' m,ii ~^ " m,fi ^'/l, nt j ^

dans lesquelles

Y Y Y

(2) < ^„,,„ — ^H — Y,„,

7 — 7 7

^n, rit — ^11 ** m »

( J ) \ J^ n, m ^^^
.} Il ,7 m î

*H, m '-~^
'^11 *-'in 1

(3) R;n,« V ^m.n + ^^m^n + ^m.Ji)

C-*) J^m, H ^ 'S §m o"J"'"\"'" '

2. Nouvelles notations. — kÇm de simplifier les écritnres qui vont
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suivre, nous poserons

B«,
h -4- V cr n

In) ^ ^ '" ". F' -h F = f f)

1 l'n . m

m ^ //? , H 1

^8^1 ^
Y„.„, Z„,„,

, „ 3
I "H, m

17 "X

1 D ' OT./i O"* t'n.lf

Les fuiictions que nous avons désignées par les lettres A,„, B,„, C,„ et

^m^ ^Imi ^ m auiont pouT valeiiis

1 A,„ = 2.,, Cl,„ „y

(9) '1
B,„ := 2„ ^,„,„,

' f — 5 r

y r/
. tn — —'« -^m, // '

(10) \Qm=2„p,„.„,
' R — 1 'I

Grâce à ces conventions, le groupe des équations (i) pourra s'écrire

~ —- -^m^m^^ •-'n"'m,n^ Il ' m^) in'^ ^u'^-in.nj 11 ^ni'in'' ^11 /iii,if^'iit

\^^) \ ^ ^ rn"^ m' '^ii^-m.i/^ii '/»,' m~^ ^ii"m,i/J 11 \Cni ^'m"^ ^ni-*iiuti^ny
71

~^ '^iii'^iii~^ ~'ii'/in,ii-^ii ^;n,? ;n~'~*'Hf-'m,«.^ h ^m^in~'~ —n^in,n^ir

5. Sistème d'é(jiiations. — Des équations analogues existent |K)ur

chaque point du système atomique. En les écrivant pour tous les
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points ail tiombre de N, on forme le sysltMiie de 3N équations
linéiiires

:

"n

^ =".N,. '•' -1
"N,r^-.+ ••- A^ -^«^ '-^..r, +=<K,,.r.+ .

•
.
- l',7, + 7n., 2. + 7^,, 3, + . . .

- lî,
.,,. ;

_^
= «V ^, - I\x,+ . .

. + «^_^ x„ + 6,
, j, _ B,,.r,, + . . .+ ù^^y^ -(-

p, , z, - Q.. 3... + ... -4
P.^j^ ^.^

,

^^
=

''.v,.
'. -t-

=<N,.-..+ • • - P.N-'-x+ *N, v,-^ ^,,r.+ . . .
- B,7, + fî^ ,

z, + S^^^ c,+ . . . - (,)^. =^ :

Les coefficients qui entrent dans les seconds membres de ces «'qna-
tions sont au nombre total de 9N=; mais on n'en compte que 6W
distincts.

n existe, entre ces 6N= coefficients, 6N relations analogues à celles

des groupes (g) et (lo).

D'autre part, on trouve par les formules (7) et (8), et en vertu du
principe d'égalité entre l'action et la réaction, pour deux points quel-
conques m et n, les relations symétriques

( I 3 ) i

^"' "'"' " ~ ^" ^"- '" ' ^'"' ^'"'' " ~ ^" '''" '" ' Sm Cm, n == gn C„,
,„ ,

, »/n «m.,, — S„ »H.„o gm f^m,„ ~ g„ /5„,,„, g,„ '/,„„ ~ g„ y,, ,„.

Tome XV (i' série). — Mai 1870. 21
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Le nombre de ces relations, lorsquon fait varier m et n (indices iné-

gaux) en les prenant de toutes les manières possibles dans la suite

I, 2, 3,.. ., N,

s'élève au total de 3N(N — i).

En résumé, il existe entre les 6N" coefficients distincts des équa-

tions (12) un système de 3N(N -(- i) équations, permellant de dé-
terminer 3N(N-l-i) de ces coefficients au moyen des 3N(N — i)

autres.

i. Propriétés du déferininant. -- Si l'on regardait les premiers

membres des équations (12) comme des quantités connues et les pro-

jections de tous les déplacements comme des inconnues, on aurait un
système de 3N équations du premier degré, dont nous désignerons le

déterminant par le symbole P.
Ce déterminant est représenté par le tableau suivant, qui met en

relief tous ses éléments :

— A,
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d'un déteiininatti partiel. Ces derniers sont nu nombre de six dis-

tincts; on peut représenter chacun deux par la lettre de ronde cor-

respondant à celle qui entre dans les symboles de ses éléments prin-

cipaux. On a ainsi les signes

-A,, iiî,, G, a\ ^, A,

et le déterminant P peut s'éciire symboliquement

(>4) 3 =

l.
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Divisons ensuite les éléments île la première colonne verticale

par v'gi , ceux de la deuxième par sg^-,- , ceux de la IS"""" el dernière

Nous obtiendrons un nouveau déterminant

r^

(.6)

-A,

Posons

(>7) r =

Pai- suite lies iiudliplications opérées sur ses lignes horizontales le

délerininaiil ,1 se trouve évidemment multiplié par F. Par suite des

divisions opérées sur ses colonnes verticales, ce déterminant se trouve

divisé par T. En dernière analyse, on n'a pas changé sa valeur: on a

donc

(.8)
e\o

Ees tableaux (i5) et [\6) représentent deux manières équivalentes

d'écrire le même déterminant; il est à remarquer cp.ie dans ces deux

manières les éléments priiicipndx restent les mêmes.

La forme i est celle d'un déterminant symétrique. En effet, i\vu\

éléments symétriquement placés étant, généialemenl, 1/ — '/,„.„ et
y S"

\/— o„,„, l'égalité de ces éléments

('9) V/ f "'«." = V ^ "'"»
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équivaut à

(20)

rc'Iatiou vraie d'après les formules (i3).

Ees autres déterminants partiels

11!., £, 'P, ^, S\

peuveul être transformés de la mémo manière en déterminants symé-

triques

W, 3, S>, 'è, V,

sans qu'il y ait altération des éléments principaux.

Formant avec les délerminants partiels ainsi transformés un assem-

blage analogue à celui qu'indique la formule (i/i), nous aurons

(2.) Û

r
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(aN -J- ly""" colonne verticale; par ygj les éléments de la 2", de la

(N -f- 2)"^""' et de la (2N -f- a)"""'^ colonne,...; jsar \lg^ les éléments de

la N'""% de la 2N'^'"^ et de la 3N'"'"' colonne.

Les niulliplications par lignes horizontales ont pour résultat de mul-

tiplier P par le facteur T^ ; les divisions par colonnes verticales divisent

ce déterminant par le même facteur. De cette compensation résulte

1 égalité (22) qu'il fallait détnontrer.

6. Equations différentielles .
— Imaginons qn'on apjdique à l'atome m

une force capable d'équilibrer l'action totale par laquelle il se trouve

sollicité lorsqu'il occupe sa position primitive. Déplaçons cet atome

infiniment peu, imprimons-lui une vitesse initiale (pielconque, et aban-

donnons-le à lui-même.

Supposons qu'on en fasse autant pour tous les autres atomes à ini

même instant que nous prendrons pour origine du temps t.

Un phénomène de mouvement prendra naissance. Tant que les

écarts atomiques resteront infinitésimaux relativement aux distances

séparatives, le mouvement sera régi par les équations différentielles

linéaires simultanées qu'on obtient, en remplaçant dans les équa-

tions (12) les premiers membres.

— î
'
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Nous écrirons ces équations symboliquement sous la forme

[9.^]

JL = {x,r,z\, '^=-.{{x,r,z%, ^={{{x,j,z)%

Il s'agit de les iiitégier.

7. Intégration particulière. — A cet effet, nous désignerons par le

symbole

l'intégrale générale de l'équation

V et v' étant les deux constantes arbitraires de cette intégrale, (|ui [)eut

prendre, comme on sait, trois formes analytiques différentes, suivant

que s est positif, nul ou négatif.

Le système (sS) admettra l'intégration particulière

ÎX, — //,,//,, ), = A,,/:',, Z, — l,,l\,

f
t\

J
'^2 ^^^ "2' 2 » ,'2 ^^^ "2» "2 1 '2 ^^ '2» '2 >

I
' •» >

\ ^N ^^ "ni "N ) ) H^^- "iNï "iN 1 ^a ^^ 'ni 'n '

pourvu que, d'une part, on prenne pour valeur de s une racine de

l'équation

(26) Ws=0,

(jE)^ désignant ce que devient le déterminant ^ lorsqu'on ajoute s

à chacun de ses éléments principaux), et que, d'autre part, on assu-
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jellisse les constantes //, A, /, //, A', /' à vérifier les deux systèmes

d'équations linéaires :

, -s/,, = [h, /,, /),, -sk, = {{h, k, /)),, -si, = {{[h, k, ii)\,

, .] -sh,^{h,kj),, -sk,= {!j,,k,lY,, -sl,^{{{h,k,l])„
(27)

' '

' —shy={fi,k,l)y, - i^/iji =((//, A-, %., —sl^—.[{{h,k,rj\;

~-Sh\=[h',k\l'),, -.5/(', =((//, A-', /'))., -Sl\ ^{({h'.k'J'lf;,,

, ^,] -sK = {h',k',ij„ -^A',=--((A',A-',/')\, -W; -((//, A', Z')^).,

f -5â;=(A',A-',/')„ -i A', =((//', A', /')),, -s/; -(,(//, A', /'))),,

respectivement déduits du système (23), en remplaçant, d'une pari,

les lettres X, j, z d'abord par h, A, /, puis par A', A', /'; et, d'antre

part, les symboles —— ? -7— j -7^ d'abord par — sh, — sk, — sL puis
1 ' - Ji- di' de' '

' '
' I

par — sh\ — iA', — si'.

Les 3N équations linéaires dont se compose le système (27) sont

homogènes; l'équation ( 26) exprime que leur déterminant est nul.

Ces équations déterminent donc (3N — 1) constantes au moyen de

la W''"'.

Une observation analogue s'applique au système (28).

Par conséquent le système (^S), intégration particidière du sys-

tème (23), contient, en dernière analyse, deux constantes arbitraires.

8. Intégration générale. — L'équation (26) étant du degré 3N,

admet pour racuies 3N valeurs de l'inconnue J.

Chacune de ces valeurs fournit tme intégration particulière ana-

logue à (25), et deux groupes conditionnels analogues à (27) et (28)

entre les constantes qui se trouvent réduites à deux arbitraires.

La sommation des intégrales particulières donne le système

a, = 5/?,,^',, ;-, = SA-,, A',, z,= Sl,,l\.

, X.= Sb.,,fl'.,, 7-2= SA,, A'.,, Z;— S/n,/', ,

(29)
'

.Tf^ = Shy, //j, , )\i = s Aji, A',,.
,

Z^ — S /y,, t'^
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cOMlcuunl eu ileniieie analyse 6N constantes arbitidires et représen-

tant l'intégration générale du système (23).

(lesGN constantes arbitraires pourraient se déterminer d'après les

conditions initiales du mouvement, lesquelles sont également au

nombre de 6N (savoir : les projections des déplacements et des vi-

tesses au temps zéro pour tous les points ilu système atomique).

9. Réalité des racines s. — L'identité (22) entraine évidemment la

suivante :

(3o) i2. = 3J„

jJli
désignant ce que devient (2 quant on ajoute s à cliacnn «le ses

éléments primipaux.

Il en résulte que léquation (26) |)eut s'écrire

(3lj |jïs=0.

Le premier membre étant alors un délerniinant symétrique, il s'en-

suit que tontes les racines de réquation sont réelles.

Nous tlonnerons à ces racines le nom de paramétres dynamiques du

système matériel.

§ V. — Les paramètres dynamiques

.

S0M.MAIEI! : Nullité de trois ratines s. — Intégration correspondante. - Inleipréta-

tion cinématique. — Équation simplifiée. — Cas particulier. — Formule d'analyse.

— Considérations générales. — Vibrations calorifiques.

1. Nullité de trois racines s. — Ou reconnaît aisément que le dé-

terminant Pj (obtenu en ajoutant s à chacun des éléments princi-

paux du déterminant ÎJI) est divisible par i'.

Ajoutons à la première colonne verticale les (N — i) colonnes sui-

vantes, en tenant compte des formules

A ,„ — ^,, a« * *m , Il •)

V ~ 1 &

**/« — ^n fin, in

Tome XV (a» sérif). — Mai 1870, 22
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la nouvelle colonne ainsi obtenue sera composée de termes tons

éganx à s.

Ajoutons de même à la (N -+- iy'"" colonne verticale les (N — 1) co-

lonnes suivantes, en tenant compte des formules

P — "• (7

^m — ^n ^m, /M

tous les termes de celte colonne deviendront égaux à s.

Ajoutons enfin à la (2N -f- i)'""* colonne verticale les (N — i) der-

nières colonnes, en tenant compte des formules

Wm— ^n Prn,rn

C y r

nous rendrons encore tous les termes égaux à s.

Pj est donc divisible par i', et par conséquent l'équation

H, = o,

du degré 3N, a nécessairement trois racines nulles.

2. Intégration correspondante. — Lorsque s = o, l'équation diffé-

rentielle

du

se réduit à

et admet pour intégrale

,10
'-''

du
lit'

v< -f- v',

V et v' étant deux constantes arbitraires.

Par conséquent, les trois racines nulles de l'équation

(1) 3s=0

ont pour effet d'introduire dans le second membre de chacune des

équations intégrales (29) du paragraphe précédent un binôme linéaire
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en t, (•[ de réduire à 3 (N — i) le nombre des autres termes binômes
(exponentiels on trigonométriques) résiillant des autres racines de

l'équation (ij.

A celle triple racine nulle correspond l'intégration partictdière

'''

I

• • ••
' x„= h^ t -h h^ , )\,= A,, t 4- a;. , z^ = 4 / +- /;

,

du système différentiel (aS), § IV.

Les constantes h, k, /, au nombre de 3N, doivent vérifier les équa-

tions linéaires homogènes.

- A, /i, + a,J,, +.

.

.+ «, /s-
- 1',/, 4- >,,,/, +....- a, ,,/f^ - R/, +

.J,,
^/^4.. . .+ ./_ ,^ /^ = „,

fl,, /(, - A,//, + .
. .+ o^^l>^-^x,, /, - P, X, +...+ :.j^ /i^+ V, , ', - R./.+ - .+ 78,N /fi

= o>

S.i ^'. + "n ,/'. + •••- A^ //j,
-. a

j,
, / , + a^. . /!,+ ...- Pjj / j, -i 7^. , /, + Vj, , /,+ ...- R^. /^ = o ;

- ?,/', + =',,,/', + ••+ \^''s - B, -(, + è,,,/-, +. .
.4-

^^r,/;.,
- 0, /, + ^,.,/,-^. • •+ ^,jj'n

= °'

"v /', - P., /'.+... + «j „ /'k
4- A,,, /!, - BJ-,+ . .

.
4- <^,^ X^. 4-

r^,, /, - Q, /, 4- . .
.
4-

(p,_^ /,. = o

,

='^/^ + ='v'^+••-P^'^ + ^,l*.-^''^.î''' + •••-B^^^ + f\,/,^-fV2'.+•••--(>^^ = °;

- R, /',+ •/,,./'. + • •+ V,,^^ - 0, /, + r^J.. +•• • •+ ?. N^-.v
- C, /, 4- r, ,/, 4-. . .4- r, ,^/^. = o,

7.,,/', -R. /'•:+• ••+ 7î,N^N + P,.,'',- 0, -(, + ••+^x'!x+ '-.,,/, -C,/,^-... 4- s^./^ = o,

•• î

( Vn.. /', + y^, /'. + •••-
-«N /'^+ »>,, -i-,+ ?N,, K+ ---- On 'În + S.. /, -i- S. ,

/,
4-

.

. - C, /, = o

.

Les constantes //', k', /', également au nombre de 3N, doivent véri-

fier un système d'équations tout à fait semblable qu'on déduirait du
précédent, en ajoutant simplement un accent à chacune des lettres A,

A, /, et que nous désignons par (4).

Les systèmes (3) et (4) admettent le même rcsn//n/it, identique avec

le déterminant que nous avons désigné par î>.

22..



'72 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

JSf est égal à ce qtie devient Jl^ pour î = o. Or 5D5 est divisible par s'^;

donc jD est nul au troisième ordre. Il en résulte que les équations (3) se

réduisent à 3{N — i) distinctes, et qu'il en est de même des équa-

tions (4).

En tenant compte des équations

(5)

C = ^ c

P — y ry

on voit que le système (3) est satisfait en posant

(6) j
kf— k^~ ...— k^,

( /, = /, = ...= /,.

Or ce nouveau système se réduit aussi à 3(N — i) équations distinctes;

il est donc équivalent à (3).

De même, le système f4) 6St satisfait en posant

(
^'1 ^ ^''2 = • = ^''m

(7) i
^'1= ^''2= • = ^'n5

f
/; = /; = .. =/;.

Ce nouveau système, se réduisant à 3 (N — 1) équations distinctes, est

équivalent à (4)-

D'après cela, l'intégration particulière (2) se réduit à la forme très-

simple

(8)
• i-, = j, = ...= 7-,.= A7 4- A',

qui met en évidence les six constantes arbitaires //, /., /, //', A', /',

X,^= ^2^== ^'r^= fit -h h'.
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Iiilc'ipn'tntion cinématique. — Les paramètres //, A, / sont évidem-

ment les trois projections de la vitesse d'nn mouvement rectiligne et

luiiforme cpii vient animer tons les atomes du système.

ï.es vitesses initiales simuliaiiément imprimées par hypothèse à ces

divers atomes peuvent être regardées comme résultant d'impulsions

égales en durée, mais différentes en grandeur et en direction. Trans-

portons par la pensée toutes ces impulsions au centre de giavité du

système atomique et composons-les afin d'obtenir leur résultante. Si l'on

regardait ce centre de gravité comme un point matériel libre sur lequel

serait condensée la masse totale du système (ou, en d'autres termes, la

somme des masses atomiques), l'impulsion résultante dont nous par-

lons lui conununiquerait une vitesse déterminée en grandeur et en

direction. C"lte vitesse doit évidemment être identique avec celles que
représentent les trois projections h, A', /.

D'a|)rès cela, soient/),,,, y.,,,, X„, les trois projections de la vitesse ini-

tiale de l'iilnme m dont la masse est g-,,,; nous aurons

(9)

Analoguement, en désignant par /î,,,, x'„, X'„ les trois projections du

df'placement initial de l'atome m, on aurait
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racines iiulks, on a

équation du degré 3 (N — i) qui détermine 3(N— i) paramètres dy-

namiques^ positifs ou négatifs.

Développée suivant les puissances croissantes de j, cette équation

peut s'écrire

le symbole ô^ désignant un déterminant partiel du dfgré p, fornfé

au moyen de P, de façon que sa diagonale soit composée d'éléments

appartenant à la diagonale de D, et lOp désignant la somme de tous

les éléments partiels de ce genre, au nombre de

3N(3N - i)...(3N— />-+-!)

qin peuvent se déduire deS.
Si l'on changeait d'une mniuere qnelconqiu^ les axes reclangidaires

auxquels se rapi)ortent les coordonnées atomiques, les équations inté-

grales du mouvement, représentées symboîiqupment par le groupe (29)

du § IV. conserveraient leiu- forme analytique; les paianietrcs expo-

nentiels ou trigonométriques qui figurent dans ces équations reste-

raient les mêmes. Par conséquent, les paramètres dynamiques sont

indépendants des axes des coordonnées.

Il en résulte que les coefficients des diverses puissances de s dans

l'équation (12) sont aussi indépendants des axes. Il en est de même des

trois expressions identiquement nulles

jD, 3o\>. _, et Iô,.,_„

qui représenteraient, dans léquation non suuplifiée

î*. = o,

le terme constant, le coefficient de s et celui de s-.
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o. Cas particulier. — Parmi toutes les hypothèses qu'il est pos-

sible de faire au sujet des fonctions

qui leprésenlent les actions à dislance, i\ en est une qui conduit à des

calculs remarquablement simples, et c'est à ce titre que nous allons

l'examiner. Posons

(i 3) y,„,„ (R,„,„) = KR,„.,M

ce qui revient à supposer raction atoinujue proportionnelle à la simple

distance.

Nous aurons

F — K " o

{'4)

F,',.. = o,

^m,n^^— t>m,>:^^ ^m,ii^-- "ê^«>

^m,n -^ Pin,n — Y'n,« — *-*

Posant
fi — S "

de façon que G désigne la somme des masses atomiques, nous pourrons

écrire

(
Â„,=.B,„=:C,„=K(G -

g,„),

^'
'

\
P,„ = Q,„=R,«=o-

Désignons enfin par (a, p, 7) les trois projections du déplacement

infinitésimal subi au temps t par le centre de gravité du système ato-

mique, nous aurons

:'6)

.\u moven de ces notations, les équations différentielles du meuve-

a
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ineiil tevêliront la forme très-simple

;,.) te=:KG(p-.r.). ^=:KG(,3-,rA..., ^=RG(p-.;-0,

f^=:KG(v-r,), 5^KG(y-z,),..., ^=KG{v-.,0.

Soient a„„6,„, t„,lL's trois projections delà vitesse initiale de l'atome //?,

«,„i ^,,n ^m celles du déplacement initial de ce même point matériel, et

supposons qu'on ait

(18) S,„ g,„ a,„ = S,„ g,„ è,„ = S„, g,„ c,„ = o

,

(19) S,„ g,„ d„, = S,„ g,„ è'„ = S„, g,„ c„, = o

.

Le centre de gravité du système atomique n'éprouvera aucun de-ran-

"enient initial et ne sera sollicité par aucune impulsion primitive. On

aura donc constamment

(20) K = ,3 = Y = o,

en sorte que les équations (17) deviendront séparément intégrables.

Si K est positif, on trouve pour l'atome m les équations finies

i
x,„= -4^ siu/\KG -'- n,„cost\KG,

(21) \
I'u= "T^sin^vRG - è;,.cos/vRG,

r„, = —^ sin t \ RG -r- c,„ ces t v i^G .

\ KG

Si R est négatif, on trouve pour équations finies du mouvement de

ce même atome :

x,r, = - — a,„ ) e ^ — — r/„, \ e'^ >

VV-KG ,/ Vv-K-G /

z„

\ Vv-KG

v/— KG / \v-KG
C/n

.
„t \ ./ J-î^^d\é^
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Les autres points donnent lieu à des équations analogues.

La torme (21), qui correspond à R > o, liyure un état vibratoire de

période-^- Il y a pour aiu?i dire solidité en chaque point du

système.

La forme {12), qui correspond à K <^ o, figure lui état de mouve-

ment dont la vitesse croît indéfiniment. Les atomes fuient leurs posi-

tions primitives. Il y a pour ainsi dire gazéité en chaque point.

Si l'on avait généralement

(23) fû^*L. ^4^
o™ *,„ r„

c'est-à-dire si les impulsions initiales tombaient sur les mêmes droites

que les déplacements, les trajectoires seraient rectilignes.

Examinons maintenant le cas le plus général où les déplacements

et les vitesses au temps zéro ne satisferaient à aucune équation conili-

tionnelle.

Nous pourrons représenter les trois projections de la vitesse initiale

au point m par fi,„ + h, b,„ + k, c,„ + /, //, A', / étant trois quantités

arbitraires (les mêmes pour tous les atomes), et les a,„, b„„ c,„ étant

supposés satisfaire aux équations (18). Représentons de même les trois

projections du déplacement initial en in\iara',„+ //', <^'„ -+- A-, t'„, -h /',

//, A', /' étant trois paramètres quelconques (les mêmes pour tous

les atomes), et les rt'„,, //„,, t',,, étant siq^posés satisfaire aux équa-
tions (19).

Il est clair que le mouvement du centre de gravité du système ato-

mique sera représenté par les formules

(
u — hl-h h',

(24)
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I>es éqiialioiis (17) pourront alors s'écrire

(.6) ^-'Sr-' = -Ko;.,-»), ^î:^ = -.KG;,,-fl, %£ = -KG(z.-v),

I
> > »

Elles peuvent encore s'intégrer séjiaréinent au moyen tl'nn simple

cliangement de variables. On trouve ainsi, en tenant compte des éf[ua-

lions (2/1)! pour le mouvement au point m :

1" Si K > o,

1.T,„ = ht + h' H- -^ sin< v'K^ ^- rt',„cos/ v K-G,
V'KG

(27 )
< 7,,, = kt -t- k' + -^ sin t V RCÏ -^ A',„cos< y KO ,

z,„ — U -h l' 4- -^^^^ sin« V^^^^ + c'„cosf v/K-O ;

vI^G

2" Si K. < o,

et de même pour les autres atomes.

Nous rencontrons ici les binômes algébriques et linéaires dont la

présence est due aux trois racines nidles de l'équation en s. Les bi-

nômes trigonométriques ou exponentiels sont dus aux autres racines

(le cette équation; or ces binômes ne contiennent, comme base trans-

cendante, que la seide expression KG; les racines dont il s'agit sont

donc toutes égales entre elles et admetleni KG pour valeur commune.
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Ces observations montrent que l'équation générale

se réchiirail, tlans le cas actuel, à la forme très-simple

(29) s'{s -KGy^''--^ = o.

(>. Funiiule d'analyse. — De ce résultat découle une formule

d'analyse (jue nous croyons nouvelle, et qui pourrait trouver quelques

applications dans la théorie des nombres. Représentons par

des quantités quelconques. Désignons leur somme par G, et posons

pour toute valeur de l'indice m

(3o] G - g,„— G„

Formons le déterminant d'ordre TN :

-G,
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(le l'équation en s), des binômes Iranscendants qui correspondenl aux

autres racines, on ol>tient le groupe symbolique

I

.r, = /it -+- h'+Sh, , h\
, j, = k( + A'-f- S/.-, , A', , z, = //+ /'-f S/, . /',

,

I

x^= ht 4- h'-i-Sli.,h\
, j,= /./ + /,' -h SA,, A', , z.,= //-f /'+ S/o, /'„

,

J » J »

.Vff — flt+ h' -hS/l^, ïl'^
, J'y= lit ->^ li' -\- Sl,-y, k'ii , r.;,= //4-/' 1 S/;,,,/J( .

l^c signe S indique la sommation de 3(N — i) binômes, frigonomé-

Iriqtiesou exponentiels, correspondant aux diverses valeurs positives

et négatives de s.

Les binômes algébriques définissent un mouvement recliligue et

uniforme connnuu à tous les atomes, en sorte qu'il y a translation

générale du système. Ce mouvement d'ensendjie se compose pour

chaque mobile avec le mouvement spécial qui résulte de la somme
des autres binômes. C'est seulement ce tieruier qu'il est intéressant de

mettre à l'élude.

Si tous les paramètres dynamiques sont positifs, le mouvement spé-

cial de chaque atome résulte évidemment de la composition d'autant

de mouvements élémentaires ^e/vod'/^^rj qu'il y a de paramètres dis-

tincts. I^a trajectoire reste infinitésimale; son rayon vecteur ne dé-

passe jamais un maximum assignable. Le mobile circule dans Ions les

sens autour de sa position primitive qui semble le solliciter connue un

foyer d'attraction. On peut dire qu'il y a solidité eu chaque point du
système.

Sî tous les paramètres dynamiques sont négatij's, le moiivement

spécial de chaque atome résulte de la composition d'autant de mouve-
menls élémentaires non périodiques qu'il y a de |iaramètres distincts.

La trajectoire acquiert nue branche infinie ; son rayon vecteur croit

sans limite. Dès que ce rayon devient comparable aux distances ato-

miques, des lois nouvelles interviennent pour régir la suite du mouve-
ment. Le mobile fuit sa position primitive, qui semble le reptuisser. Il

y a gnzéilé en chaque point du système.

Si les paramètres dynamiques sonl partie positifs et partie Jirgatijs,

l'état du système atomique rappelle celui d'une vapeur.
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Si tous cos paraiiH'Ircs avaient (h irès-Jaihles valeiti s positives, on

ol)tieii(Jrait un élat (juasi litjicide.

On comprend aussi qu'il puisse exister aux divers points du système

(les états physiques différents. Si, par exemple, quelques paramètres

dynamiques étaient négatifs, il pourrait arriver, pour certains atomes,

(jue les coeflicienls des binômes exponentiels correspondants fussent

identiquement nuls; l'état solide existerait alors en ces points, tandis

que l'état de vapeur se produirait pour les autres. Mais on voit aussi

qu'un tel phénomène est accidentel, éphémère, comme doit l'être, en

physique, tout phénomène de transition.

Ainsi se trouvent complétées, élucidées, corroborées, les considéra-

tions relatives à la constitution physique et au changement d'état des

corps que nous avons exjiosées au § 2.

H. Vibrations calorifiques. — Considérons un corps solide dans lui

état constant de température; l'action calorifique peut être regardée

comme engendrant sur chaque atonie une force constante en grandeiu'

et en direction. Les positions dans lesquelles les atomes pourraient res-

ter en équilibre dépendent de ces forces, et c'est ainsi qu'elles influent

sur le volume du solide. Mais aucun atome n'occupe en réalité sa

position moyenne; l'influence des paramètres dynamiques se manifeste

par le développement de mouvements quasi vibratoires, résultant

chacun, comme nous l'avons vu, de la composition d'une série de

mouvements périodiques.

On voit ainsi comment la théorie générale que nous venons d'ex-

poser pourra se prêter à l'analyse rigoureuse des phénomènes de la

chaleur. C'est un sujet que nous nous proposons d'approfondir dans

la suite de cette étude.
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§ VI. — Détermination des paramètres (/j namitjiies au moyen

des potentiels.

Sommaire: Équations aux potentiels. — Équivalence analytique. — Détenninant fonc-

tionnel. — Forme Hessienne de ce détenninant. — Équation intégrante. — Forme

Hessienne de cette équation. — Résumé.

1. Equations aux potentiels. — Un système atomique fixe est ana-

Ivtiquiiiient défini d'une façon complète, lorsqu'on connaît, pour

chaque atome composant m, les trois coordonnées rectangulaiies

X,„, Y,„, Z„, et le potentiel $„,.

Les trois composantes U,„, V,„, W,„ de l'action totale au point m
s'expriment alors par les formules

TT "^'"

(.) {
v„, = ^j

Il suffit d'appliquer en m une force exléiit-ure égale et contraire à

celte action totale pour obtenir l'équilibre de cet atome.

Le potentiel $,„ n'est pas seulement tuie fond ion des coordonnées

Xm, Y,„, Z,„ de l'atome auquel il est relatif; il dépend aussi des coor-

données X„, Y„, Z„ de tout autre atome n du système.

Pour une déformation infinitésimale quelconque, les coordonnées

dti point m éprouvent des variations

1 ^m = X„,
,

(2) J,n = O'I,,,,

celles d'un autre atome, n par exemple, éprouvent également des

variations

(3) '1 J„ = C'Y,,,

z,. = t?Z„;
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de mémo les trois composantes de l'action totale en m ('prouvent des

variations déterminées

/ M,„ = C? U„, ,

Cl) tv = c?v,„,

Ces trois dernières variations sont les composantes de Veffort engen-

dré en m par la déformation du système atomique.

En tenant compte des formules (i), on peut écrire

\

(l Affj

(5) {
\;„--

'''
rfY,„

équations dont les seconds membres sont évidemment des fonctions

linéaires et homogènes de

Ainsi développé, chacun des seconds membres comprend 3N termes,

N étant le nombre total des points du système.

Formons, pour tous les atomes, les équations analogues à (5), en

développant leius seconds membres, et supposons qu'on écrive ces

équations les luies au-dessous des autres, de façon que leurs premiers

membres occupent l'ordre suivant

(6) II,, ?/>,..., it^, e,, i'2,..., ('k, u'i, U',,..-, i''ji.

Le symbole (6) pourra représenter ce groupe d'équations et nous

servira à le désigner.

Si l'on regardait les premiers membres de ces 3N équations comme
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des quantités connues, on aurait un système linéaire, dont nous dési-

jinerons le déterminant par Jl'.

2. E(jiiivalefice analytique. — On pourrait déduire le groupe (6)

du groupe des équations (12) du § IV en multipliant respectivement

ces dernières équations, dans l'ordre où elles se présentent, par les

niasses

ty . . cr

.

cr u (r ,, ir o- p tj

dont nous représentons le produit par T\
Par conséquent, l'équivalence analytique est complète entre le

groupe (6) du présent paragraphe et le groupe (12) du § IV. Le sym-

bole ïl désignant le déterminant de ce dernier groupe d'équations, on

a évidemment

(7) î»=r'p.

Comme Jl est identiquement nul, il en est de même de W.
En identifiant les coefficients des équations (6) avec ceux des équa-

tions (12), § IV, modifiées par les multiplications indiquées ci-dessus,

on trouverait pour tonte valeur de m

dH

;«)

(9)
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des indices m et n

I I

d\„,dY„ ~ dY„.dX„ ~ f '" "'"•"'

^/'l',,, _ ^/ '<!>„. _ p
dY^dZ,, — dZ„,dY,„ - 0'nP">.>n

} d'^„ _ d'^„, _
\ dZ„dX„ ~ dX„,dZ,„ ~ à'"'7'«''-

Les éléments de Jl' s'expriment ainsi très-simplement an moyen des

éléments correspondants de Jl.

Les relations connnes

I o^l i
^'" '^'"•" S" ^11. un Sm t' in.ii = ^ti b,,,,,, g ,„ C,„ „ = g',, t'„ ,„,

' bin^m,ii Qu'ail, mi S"'r"''" ^~^ %iipii,mi §m''lm.ii ^= a"l"<"i

montrent que jP' est un déterminant symétrique.

3. Déterminantfonctionnel. — Celle des équations (G) dont le pre-

mier membre est u,„ (ou, en d'autres termes, la /«'"'" de ces équations)

a pour coefficients, dans sou second membre, les dérivées de la fonc-

tion —-^ relativement à toutes les coordonnées
rfX,„

(lo) X,, X,,..., X^, Y,, Y^,..., Y^., Z|, Zo,..., Zjj.

La (N + m)'''"' de ces équations (dont le premier membre est i',„)

a pour coefficients les dérivées de la fonction '-^ relativement aux

mêmes variables.

On trouve de même dans la (2N + m)'^"'^ équation (dont le premier

membre est iv,„) les dérivées de la fonction '—^^
dZm

Tome XV (a" série). — Jom 1S70. 2/|
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Ces observations s'appliquant à toute valeur de l'iiKlice m, pris dans

la série

I, 2, 3,..., N,

on voit que J}' est le déterminant fonctionnel du système

;>4)
.N

rfX.'rfX, rfX/ rfY, r/y.. dYs dZ, dZ: dZ^

s„
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relation qu'on peut encore écrire

Les formules (17) et (20) conduisent à poser

Soit

(22) P = {(<I>, -+-<Do 4-...-hO.O

la demi-somme des potentiels de tous les atomes du système donné.

Nous aurons

et nous trouverons par les équations (21) et (23) la formule très-

simple

M) d\„, d\„.

qui a lieu quel que soit m.

Cette formule en X a évidemment ses analogues en Y et Z; de là le

groupe

i

d-i>„, _ dlP

dXm f/X,„

I d^ _ dP
\ dZ„, dZ,„

D'après cela, la suite des fonctions (i4) peut s'écrire

^, dp dv dp rfp trp dp^ dP dp dp

et l'on voit que le déterminant W est VHessien de la demi-somme P
24..
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des potentiels de tous les atomes, considérée comme/onction des coor-

données primitives

A|, A 2,..., X^, 1|, Y.,,--, l>, ^1, Zo»--) An

de ces atomes.

5. Equation intégrante. — Revenons au groupe des équations (6),

clt^finies au début de ce paragraphe. Remplaçons respecli\ement les pre-

miers membres

II,, //o,..., Uy, i»,. «-2,..., V^, U',, U',,..., W'^

par

- i^gi-r,,- j'g-jXo,..., — sg^x^, —sg,r,, - sg,j-.,,..., —sgyj\,,

- Sg,Z,, — SgnZ^,.. , - Sg^Zy.

Faisons ensuite passer les premiers membres dans les seconds en réu-

nissant les termes semblables.

Nous aurons un système de 3N équations linéaires et homogènes,

dont nous désignerons le résultant par jD,.

Ce résultant pourrait se rléduire de celui que nous avons précédem-

ment désigné par î)^, en multipliant la \'"', l.i (N -H i;'""" et la

(2N-4-ri'""^ ligne horizontale de ce dernier par g^\ sa a""'"'', sa

(N -+- aj'^^^et sa (aN + -if'"' ligne par g,; . . . ; sa N'""', sa 2N'""" et

sa SN'"'" ligne par g^^.

On a donc identiquement

en sorte que l'équation du degré 3N

(28) D. = 0,

qui nous a permis d'intégrer les équations différentielles des mouve-

ments simultanés, peut aussi s'écrire

(29) Vi, = o.
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(>. Forme f/essientie.— Représentons par

(3o
j p,„ =v/(X„ - X)^ + (Y„, -¥)=' + (Z,„ - Zr

le rayon vccleur qni va d'un point fixe (X, Y, Z) de l'espace à l'atome

quelconque m, et soit

la moitié du moment d'inertie polaire du système atomique, relative-

ment au point fixe considéré.

Ou voit aisément que

U-n d-JIK ^/'M

rl\;„ dYI„ dZl, o""

et que la dérivée seconde de M, relative à une combinaison quel-

conque de deux variables distinctes prises dans la série

X|, Xj, . . . , A^, 1|, ij,..., 1^, Zi|, /.2, . . . , Ly^,

est identiquement nulle.

Il est clair, d'après cela, (|ue l'Hessien de la foncliou

(3a) P, = P4-5M

peut se déduire de l'Hessien P' de la tonction l*, en ajoutant respecti-

vement aux 3N éléaienls principaux de ce dernier délerminaiit les

(]uanlités

tir Ç(f^ ^ Lf Cp" VO , et/ 4 (r iiJ„ ÇO
'di» •'&2» 1 'ON' •'o I ' ''O'i' • • » 'CiM ''o I ' '021---1 *C),v

Ce sont précisément les opérations qu'il faut effectuer sur W pour

obtenir le résultant que nous avons désigné par Î1,. Donc ce dernier

déterminant est l'Hessien de la fonction Pj.

Par conséquent on peut déterminer les paramètres dynamiques en

égalant à zéro l'ffessien de Injonction P„ demi-total de la somme des

potentiels atomiques et du pro luit de Vinconnue s par le moment d'iner-

tie polaire du système relntivemenl à un point quelconque de l'espace.
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On sair que l'Hessieii d'une foncrinn d'un nombre quelconque de

variables se reproduit identiquement lorsqu'on opère une substitution

orlhogonale. Par conséquent ïî, est indépendant des axes de coordon-
nées auxquels on rapporte la figure.

On arrive plus simplement à cette conclusion en se reportant à la

formule (27), et se rappelant que ïl, est indépendant des axes des

coordonnées, comme nous l'avons démontré au § V.

7. Résumé. — L'équation en s

(33) î3: = rri, = o,

(lu degré 3N, a toutes ses racines réelles.

On distingue trois racines nulles.

Les autres racines se divisent en positives s, dont nous désignerons
le nondjre par a, et en négatives 5 dont nous désignerons le nombre
par V. On a alors

i3/,j f^^v = 3(N-i).

Au moyen de ces noiatious, le mouvement infinitésimal de l'atome m
se représente par des équations de la forme

x,„ = ht -^ h' '<- 1^{ h^ sin t y i' -h h',„ cos / \ j)

+ 2,(H„e'^'^+ H>-V-),

\jm — fit -I- A-' -t- 3|,(A„, smi\s + A-;„cos/v'^)

m = It + l' -^ l^^{l^s'wt\S -h l'„,COSi\ s)

-+-I,(L„.e'v'^ + L:,e-"^),

2^ désignant la somme de
f;.
binômes trigonométriques correspondant

aux racines positives *, tandis que 2^ désigne la somme de v binômes
exponentiels correspondant aux racines négatives c.

Les coefficients (//, A", /) et {h\ k' , l), qui appartiennent aux binômes
linéaires, sont les mêmes pour tous les atomes. Les premiers sont les

'351
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trois projections de la vitesse acquise au temps zéro par le centre de

gravité du système atomique, en vertu des impulsions initiales; les

trois derniers sont les projections du déplacement sidii pir ce centre

de gravité, par suite des déplacements atomiques au temps zéro.

Les coefficients (^,„, k,„, l,„) et (//„,, A',„, /;„), appartenant aux binômes
trigonométriques, relatifs à une racine positive s, varient d'nn atome

à un autre. On a donc, pour chaque racine 5, 6N coefficients dis-

tincts. Mais ces paramètres ne sont pas tous arbitraires ; ils sont liés

entre eux par des équations linéaires, qui peuvent être très-simple-

ment définies au moyen des potentiels par une notation symbolique.

A cet effet, regardons h,„ A„, /„ comme représentant des variations

infinitésimales de X„, Y„, Z„, et désignons par

rfX„, cIY„ i/7.„

les variations totales correspondantes des trois dérivées de la fonc-

tion P^ relativement aux coordonnées de l'atome m que nous consi-

dérons en particulier. Nous poserons

Écrivant des équations analogues pour chaque atome du système,

nous obtiendrons un système de 3 N équations linéaires et homogènes
entre les paramètres /i„, k„, /„. Le résultant de ce système est égal

à jDl et s'annule en vertu de l'équation (33). On peut donc prendre

arbitrairement un des paramètres et calculer tous les autres.

En procédant de même pour les //'„, A'„, /'„, nous obtiendrons un
système d'équations tout à fait analogue, qui se déduirait du précédent

en ajoutant un accent à chacun des h„, k„, /„. On peut donc encore

prendre arbitrairement un des paramètres et calculer tous les autres.

Ainsi les 6N coefficients introduits par chaque racine positive dans

le système total des équations (35) se réduisent à deux arbitraires.

Il en est absolument de même des 6N coefficients, tels que
(H„, R,„, L,„) et (H'„„ R'„, L'„), qu'introduit chaque racine négative

dans les équations des mouvements atomiques.
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En résumé, le système de ces équations contient :

1° Les 6 coefficients [h, k, l), {h\ k', /');

2" 6/j.N coefficients, tels que (A,„, A,,,, /,„), (h'„nf''mJm), résultant, pour

chaque atome m, de chaque racine positive s;

3° 6vN coefficients tels que (H;„, K„„ L„,), (}!'„,, R'„,, L',„), résultant,

pour chaque atonie m, de chaque racine négative c-; soit en tout :

6(i 4- fAN + vN) = 6[i + 3N(N - i)]

coefficients.

Mais ces paramètres se réduisent à

6 -+- 2(iJ. -H v) = GN

arbitraires, ainsi que cela doit être pour un système d'équations finies

qui représente l'intégration générale de 3N équations différentielles

du second ordre.

Ces 6N constantes arbitraires peuvent se déterminer d'après les

conditions initiales du mouvement, savoir : les projections des dépla-

cements et des vitesses au temps zéro pour tous les points du système

atomique.
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Sur itn probliine de Gromrtric relatif ^'"-^ eo/nbes gauehes

(ht qiia'riènie ordre;

Par m LAGUERRE

Étant données clans l'espace une surface du second ordre et deux

droites fixes, M. Cliaslcs a démontré que si une droite mobile était

assujettie à rencontrer les deux droites fixes en s'appuyant sur la sur-

face, la courbe de contact des droites mobiles était tuie courbe gauche

<lu quatrième ordre, de l'espèce de celles par lesquelles on peut mener

une iniinité de surfaces du second ordre.

Inversement, étant donnée une courbe résultant de l'intersection de

deux surfaces du second ordre, on peut se demander si elle j)ent

toujours être engendrée par le procédé qui résulte de la proposition

de 31. Cliasles, et, si elle peut l'être, comment l'on pourra détermi-

ner »me surface du second ordre et deux droites de façon à obtenii

la génération de la courbe.

La Note qui suit a pour objet de résoudre cette question. Je montre

que par la courbe donnée on peut toujours faire passer six surfaces

qui permettent la génération indiquée par M. Chasies, et que, l'une

des surfaces étant choisie, on peut encore choisir d'une infinité de

façons les deux droites fixes.

La proposition suivante montrera comment on peut résoudre le

problème que je m'étais proposé.

Par la courbe donnée passent quatre cônes dont les sommets for-

ment un tétraèdre. Prenons arbitrairement deux arêtes opposées de

ce tétraèdre et menons une droite quelconque qui, s'appuyant sur ces

arêtes, rencontre la courbe en un point A ; on sait alors qu'elle la ren-

contre en un autre point B.

Par la droite AB on peut mener quatre plans qui touchent la

Tome XV (a*^ série). — Juin i8;o. 2.">
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courbe; les quatre points de contact sont les sommets d'un tétraèdre
;

deux arêtes opposées de ce tétraèdre rencontrent les deux arêtes oppo-

sées du tétraèdre dont j'ai |)arlé plus haut et dont les sommets sont les

sommets des quatrcs cônes. Soient CC et DD' ces deux arêtes; C, C,

D et D' étant les quatre points de contact avec la courbe.

Choisissons arbitrairement l'une de ces arêtes, CC par exemple ; les

quatre droites AC, AC, BC et BC sont situées sur nue même surface

du second ordre S passant par la courbe donnée. Cela posé :

Si une droite mobile rencontre à chaque instant les droites AB et

DD' en s'appuyant sur la surface S, elle la touchera précisément le

long de la courbe donnée.

Les pro|)ositions sur lesquelles je nie suis appuyé pour la solution

de ce problème se rattachent étroitement, comme je m'en suis aperçu

en rédigeant cette Note, aux théorèmes donnés par I\L Hesse datis son

beau Mémoire sur les courbes du troisième ordre [Crelle, t. XLVIIT);

théorèmes qid, du reste, si l'on veut remonter plus haut, se trouvent,

quant an fond, diUis une Note très-courte sur les focales pisbliée par

M. Van Reiss dans le tome V du Journal de Quetelet.

Les surfaces réglées du quatrième ordre qui se présentent dans

cette Note sont en elles-mêmes très-intéressantes, et je les avais déjà

rencontrées en étudiant certains théorèmes de M. W. Roberts relatifs

aux surfaces du second ordre que j'ai pu, par leiu' moyen, étendre

aux surfaces du quatrième ordre ayant une conique doid^le.

Du reste, M. de la Gournerie s'était déjà auparavant occupé,

dune façon toute spéciale, de ces surfaces réglées
; je n'en parlerai

donc ici qu'accidentellement, en me contentant de mentionner la dé-

hnition très-simple que l'on en peut donner en s'appuyant sur la

théorie des fonctions elliptiques, et je renverrai le lecteur curieux de

poursuivre cette recherche à l'ouvrage très-complet que M. de la

Oournerie a publié à ce sujet.

1. Dans tout ce qui suit, je désignerai sous le nom de biquadra-

tique gauche, ou simplement sous le nom de biquadratiqne, l'inter-

section de deux surfaces du second ordre.

Bien qtie toutes les propositions sur lesquelles je m'appuierai puis-

sent s'établir facilement i)ar des considérai ions de pure Géométrie
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(elles se déduisent immédiatement des relations très-simples que

M. Chasles a données dans sa Géométrie supérieure, p. iSy, entre

trois couples de points en involution et U-ins points milieux), j'ai

cru, pour abréger, pouvoir me servir de la belle théorie fondée par

M. Clebsch.

En ce qui concerne les biquadratiques gatiches, la théorie de

M. Clebsch peut s'établir d'une façon très-simple et très-facile; mais,

quoique la démonstration de ses formules, dans ce cas spécial, puisse

donner lieu à quelques remarques dignes d'intérêt, je me contenterai

de renvoyer le lecteur aux divers Mémoires qu'il a publiés sur ce

sujet [*], en exposant brièvement ceux des résultats qu'il a obtenus

sur lesquels je m'appuierai.

2. Soit tracée sur une surface du second ordre S, une biquadra-

lique quelconque K. A celle courbe se rallachcime intégrale ellipti-

que [**]; on peut concevoir que la valeur de la variable qui entre

dans cette intégrale soit à chaque instant fixée par la position d'un

point mobile sur la biquadratique, ou que le déplacement du point

mobile de la courbe détermine la variation delà variable.

Étant pris, sur la courbe, un point aibilraire w, qui corresponde à

la valeur de la variable prise pour limite inférieure de l'intégrale; si le

point mobile, qui fixe à charpie instant la valeur de cette variable, se

meut sur la couibe jusqu'à un point donné A, on obtiendra pour l'in-

tégrale considérée une valeur |>arfaitement déterminée. Cette valeur,

cependant, ne sera pas entièrement déterminée par la seule connais-

sance du point A ; elle dépend, comme on le sait, du chemin que

l'on a suivi pour se mouvoir, sur la courbe^ du point w au point A ; et

[*] l^'o/>- notamment le Mémoire Uher die Jnivendiing der Abehchen funclinni-n

in der Géométrie [Crelle, t. LXIIII.

[
**

]
Quand la courbe est tracée sur une sphère, cette intégrale prend une forme

géométrique très-simple; en désignant par M un point quelconque l'e celte courbe,

par F, G, H, K ses quatre fovcrs réels, elle s'exprime de la façon suivante

fJ v\i

ds

F.MG.MH.MK
25.
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d'après le chemin qu'on a suivi, la valeur de l'inlégrale jjeut deuieurer

la niêine, ou être nugnieiitée d'un multiple quelconque de l'une des

deux périodes qui appartiennent à l'intégrale elliptique considérée.

Dans tout ce qui suit, je désignerai constannneiit ces deux périodes par

2p et 217, en posant, pour abréger, p + q z= r, ar étant luie autre

période de l'intégrale dépendant des deux premières.

Lorsqu'on se donne la valeur de l'intégrale, prise à partir du point

origine tu, le point A qui correspond à la valeur extrême de la va-

riable est complètement déterminé ; mais, lorsqu'on se doiuie au

contraire ce point A, la valeur de l'intégrale n'est déterminée qu'à un

multiple près de 2p et de 217.

Cela posé, la proposition fondamentale donnée par M. Clebscli, siu-

laquelle je m'appuierai dans tout ce qui suit, peut s'énoncer ainsi :

« Si l'on coupe la biquadratiqueK par un plan qui la rencontre aux

points A, B, C et D, la somme des quatre intégr.des dont les limites

supérieures sont caractérisées par les points A, B, C et D est une quan-

tité constante, quelle que soit la position du plan, ou, du moins, cette

quantité ne peut varier que de multiples des deux périodes ap et 2q. »

Pour exprimer ce genre de relation, on peut employer avec avan-

tage le signe de la congruence de Gauss, et écrire simplement

A-t-B + C + D^a [moà. 7. p, i(j],

a désignant une quantité constante.

Comme jusqu'ici l'origine w a été prise arbitrairement, rien n'em-

pêche de la choisir de telle sorte que la constante a soit nulle; en

sorte que l'on aura simplement

(i) A + B + C + D= o.

Dans cette congruence, A ne représente pas le point A, mais l'inté-

i^ralequi s'étend depuis l'origine fixe jusqu'à ce point. Il n'y a tl'ail-

leurs lieu de redouter aucune confusion dans ce double emploi d'une

même lettre pour représenter un point et luie intégrale, la présence

du signe de la congruence suffisant pour fixer le sens que l'on doit

y attacher.
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5. La congruence (1) exprime la condition nécessaire et suffisante

pour que quatre points A, B, C, D de la biquadraliqiie soient dans un

même plan.

Soient A et B deux points donnés de cette courbe, il existe une

surface du second ordre S, bien déterminée, qui passe par la courbe

et qui a la droite AB pour génératrice. Si, par AB, on mène un plan

quelconque rencontrant la courbe aux points X et Y, la droite XY est,

comme on le sait, l'une quelconque des génératrices du second sys-

tème de cette surface.

Or, d'après la relation (i), on a

X-HY + A-f-B = o, d'où X + Y=-(A + B).

Si l'on pose, pour abréger, A 4- B ss A', l'on voit que, pour toutes

les génératrices du système contraire à AB, l'on a

(2) X + Y= -A-.

De même, si X et Y désignent les deux points où une génératrice de

la surface S de même système que AB s'appuie sur A, on voit que l'on

a la relation

(3) X-4-Y = A.

D'où celte conclusion: Si l'on |)rond, sur la biquadratique, une série

de points X, Y satisfaisant à la relation (3), toutes les droites telles

que XY sont les génératrices d'un système d'une même suiface du

second ordre passant par la biquadratique; et les droites XY, qui

joignent les couples de points satisfaisant à la relation (2) sont les

génératrices du second système de cette même surface.

On voit que chacune des surfaces du second ordre que l'on peut

mener par K est caractérisée par une constante ± A; je désignerai

souvent l'une de ces surfaces par la valeui' de la constante qui lui

est propre, et l'on comprendra aisément ce que je veux dire par sur-

face (±A).

i. Parmi les surfaces du second ordre qui passent par R se trou-
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vent en particulier quatre cônes. Soient X et Y les |)oints où l'une

des génératrices d'un de ces cônes s'appuie sur la courbe, cette géné-

ratrice et la génératrice infiniment voisine étant dans un même plan,

on doit avoir

2(X + Y) = o;

si l'on résout cette congruence, en observant qu'elle exprime que le

second membre est non pas nul, mais un multiple quelconque de 2/5

et de iq, on en déduit les quaire solutions suivantes :

X + Y — o,

X + Y= /?,

X + Y^q,
X H- Y = r

;

dans la dernière congruence, j'ai posé, pour abrégt r, p -\- q := r.

Telles sont les relations qui caractérisent les quatre cônes du se-

cond ordre qui passent par R; j'appellerai O, P, Q, R les sommets

de ces quatre cônes, en sorte que toute droite passant par le sommet

O et s'appuyant en deux points de la courbe donnera lieu à la re-

lation

X + Yï^o.

De même, toute génératrice du cône ayant pour sommet Q donnera

lieu à la relation

X + Y= 7.

S. Les points O, P, Q, R sont les sommets d'un tétraèdre conju-

gué par rapport à toutes les surfaces du second ordre qui passent

par K. On peut grouper de trois façons différentes les aréles de ce

tétraèdre de façon que chaque groupe contienne deux arêtes oppo-

sées. Soient OP et QR les arêtes opposées correspondant à un mode

de groupement, et X un |)oint quelconque de la courbe K.

Menons la droite OX, elle rencontre la courbe en un deuxième

point X', et l'on a

X-+-X'= o:
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joignons X au point P el appelons Y le point où la droite PX' ren-

contre de nouveau la courbe. On a

X' + Y^/7.

Les deux points ainsi obtenus X et Y, satisfont à la relation

X — Y^p, ou bien Y — X^p.

Je dirai que ces deux points sont deux points conjugués de la biqua-

dratique, relativement au mode de groupement défini par les arêtes

OP et QR, on bien par la demi-période p.

La droite XY qui joint deux points conjugués, rencontre évidem-

ment l'arête OP; on peut voir anssi facilement qu'elle rencontre l'a-

rète opposée RQ. .Toignons en effet X au sommet R, et soit X" le point

où cette droite coupe K. ; menons la droite X"Q, et soit Y" le point de

rencontre de cette droite avec R. L'on a évidemment

X + X"sHr, X"+Y"= r/, d'où Y"-X^q - r=p.

Le point Y", ainsi déterminé, se confond avec le point Y; ce qui dé-

montre la proposition énoncée.

Ainsi la droite joignant deux points conjugués quelconques s'ap-

puie sur les deux arêtes opposées du tétraèdre qui définissent le mode

de groupement; réciproquement, tonte droite s'appuyant sur ces deim

arêtes, et rencontrant la courbe, la rencontre en deux points con-

jugués.

Si nous considérons une surface quelconque du second ordre S pas-

sant par R, les deux aréles OP et QR sont des droites polaires réci-

proques, relativement à cette surface; l'une de ces droites la coupe

donc en deux points réels ?s et w'. Deux points conjugués quelcon-

ques et les |)oints 70 ei w' sont dans un même plan qui coupe la sur-

face suivant une conitiue divisée harmoniquement par les quatre points

considérés.

6. Si l'on détermine tous les couples de points conjugués qui cor-

respondent au motle de grou[)ement caractérisé par les deux arêtes
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OP cl QR, ou par la demi-période p, les droites joignant ces différents

points forment une surface réglée ayant pour droites doubles les

arêtes OP et QR; cette surface est évidemment du quatrième ordre;

je la désignerai par la notation Tp.

Si l'on appelle Y ot X les points où une génératrice quelconque de

cette surface s'appuie sur la courbe, l'on a

Y - X= /j.

Il y a lieu de considérer deux autres surfaces de même espèce carac-

térisées par les demi-périodes q et r; je les désignerai par T, et T^.

7. A et B étant deux points quelconques de R, par la corde AB

on peut mener quatre plans tangents à la courbe; les quatre points

(le contact sont les sommets d'un tétraèdre. Deux arêtes opposées

quelconques de ce tétraèdre rencontrent deux arêtes opposéesdu tétraè-

dre OPQR.

Appelons X l'un quelconque des points de contact des plans tan-

gents cherchés, on a la relation

A-f-]î + 2XEEEo;

d'où l'on déduit pour X les quatre valeurs suivantes :

Considérons deux quelconques des arêtes opposées du tétraèdre

XX'X"X", par exemple les arêtes X'X" et X"'X", l'on a

X" - X'= /; et X" - X"= p,

puisque r^p -\- q.

La proposition est donc démontrée; les deux arêtes X'X" et X'X"

sont deux génératrices de la surface T^.
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H. 8u|)[Josoi)s maintenant que la corde AB soil clle-niènie une géné-

ratrice <le Tp, en sorte que l'on ait

(^) A-B= p;

désignons toujours par X',X",X" et X" les quatre pointsde contact des

plans que l'on peut mener parcetle corde tangentiellementà laconrbe.

Des quatre arêtes du tétraèdre X'X"X"'X"', deux sont aussi des géné-

trices de ïp-, ce sont les droites X'X" et X/'X'".

Choisissons arbitrairement une de ces droites, X'X" par exemple; il

est facile de voir que les quatre droites AX', AX", BX', BX" sont des

génératrices d'une même surface du second ordre passant par R.

Les congruences (a), qui déterminent X',X",X" et X", donnent, en

effet, si l'on tient compte de la relation (jS),

A + X' = B-t-X"='- el A + X"seeB + X'= -'^.
2 2

Celte surface du second ordre est caractérisée par la constante rh -;
' 2

on voit qu'elle est la même, quelle c[ue soit la génératrice AB de la sur-

face ï„ que l'on ait choisie. Je la désignerai dans ce qui suit par la

lettres,,.

Relativement à cette surface S^, je dirai que les droites AB et X'X"

sont deux génératrices associées de la surface T^.

Puisque les droites AX', AX", BX' et BX' sont des génératrices de

S„, l'on voit que deux génératrices associées sont des droites polaires

réciproques l'une de l'antre par rapport à S,,.

Si nous avions fait correspondre la droite X'"X" à la corde AB, nous

aurions démontré de même que les droites AX", AX"", BX" et BX"'

étaient les génératrices d'une même surface du second ordre passant

par la courbe R et caractérisées par la constante

2

Je désignerai cette deuxième surface par la notation Sp-.

Les droites telles que AB et X"X" seront dites des génératrices asso-

ciées de Tp relativement à la surface Sp'.

Tome XV (i"^ série). — Jcis 1870. 2t)



202 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

La considération des surfaces T^ et T^ conduirait de même à la con-

sidération de quatre autres surfaces du second ordre S,, S,-; S^ et S^'-

La propriété que j'ai signalée des six surfaces S^, S^; S^, S^; S^, S/,

à savoir: qu'à chacune d'elles correspond une surface réglée du qua-

trième ordre dont ciiaque génératrice s'appuie en deux points de K et

qui est à elle-même sa transformée par polaires réciproques, lorsque

l'on prend pour base la surface considérée, est caractéristique de ces

surfaces.

Étant donnée une droite s'appuyant en deux points sur R et telle,

que sa polaire, par rapport à une surlace de second degré passant par

cette courbe, sappuie aussi en deux points sur cette courbe, on dé-

montrera facilement que celte droite est une génératrice de l'iuie des

trois surfaces Tp, T^ et T^, et que la surface du second degré est luie

lies six surfaces que j ai mentionnées et qui correspondent deux à

deux à Tp, T, et T,..

9. Lhmme. — Etant doiuices deux génératrices quelconques (i et G'

(/e la sur/ace T,,, associées par rapport à la sw.facc S^, et deux gétiéra-

trices quelconques H et 11' de T,,, associées par rapport à Sp-, ces quativ

droites et les arêtes OP, OQ sont toujours situées sur un nié'ne hyper-

boloï'.le.

En effet, les droites H, H' et G, qui s'appuient toutes les trois sur (JF

et sur OQ, déterminent un hyperboloïde, dont l'intersection avec la

surface T^ est une couibe du liuiliéme ordre.

Les droites H, H', G, OP et OQ faisant partie de l'intersection et ces

• deux dernières devant, chacune, compter pour deux, puisqu'elles sont

des droites doubles de T^, la courbe d'intersection ne peut être com-

plétée que par une sixième droite. H s'agit de prouver que cette droite

est précisément G'.

A cet effet, désignons respectivement par /;, //, ; //, //, ; g, g, ; x, .r,

les points où s'appuient sur la courbe K les droites H, H', G et la droite

cherchée.

Les droites H et H' étant associées par rapport à la surface S^', l'on a

h'-li\= p, h'
P
1
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la droite Ci et la ilroitecl'.ercliéeélanl des géiiératiices de T,,. I on a aussi

MainlenanI, lemarqiioiis c|ue les huit points A, h, ; h', h\
; g, g, ; j(\ Xy

étant les points d'intersection de K. avec une surface de second tlegré,

on a, d'après les principes posés par M. Clebs( h,

h -(- h^ 4- //' -4- //, 4- g -+- g, -+- X -+- .X', ;;ss G.

On déduit facilement des relations précédentes

D'où l'on voit que la droite chercliée .ror, ne peut être que l'associée

de G relativement à la surface de S^, ou son associée relativement à la

surface S,/.

La dernièie hypothèse ne peut être admise.

Considérons en effet les quatre droites H, H'; (i et .xvr,, qui sont

quatre génératrices d'un même système de l'hyperholoïde.

Les droites de ce groupe ne font que s'échanger entre elles, lors-

qu'on prend leurs polaires relativement à S^,-; l'hyperboloïde qui les

contient devrait donc se transformer en lui-même en employant une

transformation par polaires réciproques ayant pour base Sy.

Ce qui est inqiossible, puisque l'hyperboloïde ne se confond pa.'i

avec Sp'.

L'hypothèse précédente étant donc écartée, il s'ensuit que la dioite

cherchée est la génératrice associée à G relativement à la surface S^.

Ce qui démontre le lemme énoncé ci-dessus.

Corollaire. — Prenons la trace de T^ sur un plan quelconque;

soient H et D' les points où ce plan rencontre les arêtes OP et QR, ces

points sont les deux points doubles de la courbe du quatrième ordre

qui forme cette trace.

Soient a etp les points où deux génératrices quelconques, associées

par rapport à S,/, coupent le plan sécant.

Désignons en géuéjal par x et / les deux points de la courbe où le

26..
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plan sécant coupe deux génératrices mobiles de T^ associées par rap-

})orl à S,,; il résulte du lemnie précédent que, quel que soit le couple

de points a: et y que l'on considère, ces deux points variajjles et les

quatre points fixes a, jj, H et II' sont sur une nièine conique.

10. Lem.ue. — Etant donnes une courbe du quatrième ordre njatit

deux points doubles 17 et II', el deux points fixes u. et j'i pris sur cette

courbe^ si l'on mène par ces quatre points une conique quelconque, la

droite qui joint les deux autres points x, y, oiila coniquevàriaI>le ren-

contre de nouveau la courbe, enveloppe une conique.

Joignons les points FI et IV à un point E pris arbitrairement dans

l'espace et, par les droites EU et EU', faisons passer une surface du

second degré quelconque A. Le cône, ayant pour sommet E et pour

base la coiube du quatrième degré, cou.pera celte surface suivant

une biquadralique B. Soient a et b les projections coniques des

points a et /3 sur la courbe B, X et Y les projections coniques des

points variables x et j ; les points a, ^, x, j- et II, II' étant sur

une même conique, il en résulte que les points «, ^,X et Y sont lians

un même plan. Comme, d'ailleurs, ils sont situés sur la bi(|uadra-

tique, l'on voit que la droite XY engendre dans l'espace une stu'face

du second degré; les droites telles que xj\ qui, dans le plan sé-

cant, sont les projections des génératrices de cette surface enveloppent

donc une conique.

Corollaire. — De ce lemme et du corollaire précédent, il résulte

immédiatement la proposition suivante :

Si l'on coupe la siu-face T^ par un plan quelcoiique et si l'on dési-

gne^ pour ini instant, sous le nom de points associés de la courbe

d'intersection, les points de cette courbe qui appartiennent à deux

génératrices de Tp associées relativement à S^, les droites qui joignent

deux points associés quelconques enveloppent une conique.

11. Si d'un point de l'espace A, on mène les dijférentes droites qui

rencontrent deux génératrices de Tp associées entre elles par rapport

à la surface Sp, ces droites Jorment un cône du second degré.

En effet, pour trouver le degré du cône formé par ces droites,
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menons par A un plan quelconque M et cherchons combien ce cùiie

conlicnt de droites satisfaisant à la condition donnée.

Ces droites doivent évidemment passer par un couple de |)oinls

associés de la courbe d'intersection de T^, avec le plan M; or les

droites qui joignent ces points associés enveloppent une conique à

laquelle on ne peut mener (jue deux tangentes par le point A. I.e

plan M ne contient donc que ilenx droites satisfaisant à la condition

donnée ; le lieu cherché est donc un cône du second degré.

12. les snrfaces réglées T,, elS^'ont quatre génératrices comnnuies.

En effet, les génératrices rectilignes de Sp' se partagent, comme on sait,

en deux systèmes. En désignant par X et Y les points où l'une quel-

conque de ces droites s'appuie sur K, l'on a, pour les génératrices de

l'un dos systèmes, la relation

X + Y-f^ + q;

je dirai que les génératrices qui donnent lieu à cette relation sont

du premier système. Les génératrices du second système donnent lieu

à la relation

X + Y^-f-,.
J

Cherchons combien de génératrices de S,/ du premier système peu-

vent appartenir à la surface T^. Soit XY l'une quelconque d'entreelles;

on devra avoir à la fois les deux relations

X+-Ys^^^ + ç et \-Y= p;

d'où l'on déduit

.X^^ + ^,

relation qui fournit, pour X, les quatre valeurs suivantes :

42 4^ 42 4 2
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les valeurs correspondanles de Y sont les quatre suivantes ;

42 42 4 2 4-^
valeurs qui sont, deux à deux, égales à celles de X, comiiie on devait

le prévoir.

11 résulte de là que T^ et S,/ ont en commun deux génératrices du
premier système, savoir :

X' Y' et X'" Y'".

On a

X'+X"'^^;
2

donc les deux génératrices X' Y' et x" Y" sont associées relativement

à la surface S^.

Ce que j'ai dit des génératrices du premier système s'nj)plique éga-

lement aux génératrices du second système.

D'où la conclusion suivante :

Les surfaces T„ et S^- ont quatre génératrices communes ; deujc

d'entre elles sont d'un même sjstème et sont associées relativement à

la surface S^, , les deux autres appartiennent à l'autre système de

'génératrices et sont également associées relativement à la même sur-

face.

Il est clair que tout ce qui précède s'applique également a la sur-

face Sp. Les quatre génératrices qu'elle a en comniiui avec la surface

Tp sont deux à deux associées par rapport à S^

.

15. Considérons maintenant un point quelconque M de la surface

Sp' ; les droites qui, passant par ce point, rencontrent à la fois deux
géi>ératrices de Tp associées par rapport a S^, forment, comme je l'ai

montré, un cône du second degré.

Ce cône passe par les génératrices (M') et (M") de la surface S,/ qui

se croisent au point M. En effet, il y a sur celte surface deux généra-

trices de même système que (M'), qui sont en même temps deux géné-

trices de T^ associées par rapport à S^; ces deux droites sont ren-
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coutn-os |)ar (M'), qui se trouve ainsi sur le cône dont je viens de

parler. On déinoulri^rait de inènie que (M") est située sur ce cône.

Remarquons, maintenant, que ce cône, ayant eu commun avec S^/

deux génératrices, le coupe, indépendamment de ces deux droites, sui-

vant une section plane. D'où la conclusion suivante :

Si, par un point quelconque de la surface S^', on mène les tlitfé-

rentes droites qui rencontrent à la fois deux génératrices de T^ asso-

ciées par rapport à S,,, ces droites forment un cône qui coiqie S^' sui-

vant une conique.

14. Cette proposition peut encore èlre énoncée de la façon sui-

vante :

Etant donnée la surface S,/, passant par la bi(piadrati(pie R^ appe-

lons, pour un instant, points conjugués de cette courbe les deux

poinîsoù une généi al lice quelconque de T^ rencontre la stuface ; cela

posé, si Ion prend ini point M quelcon(pic de ,S^/ et si, par ce point et

chacun des couples de points conjugués de K, on fait passer une co-

nique située sur S,/, le lieu du point de la conique conjuguée liarmo-

niqueinenf de M, par rapport au couple de poinis conjugués quelle

contient, est nue conique [*].

io. Sni)posons (pie le point M soit situé siii- la courbe K., la coni-

que dont je viens de parler passera également jiar ce point.

En effet, désignons par M' un point infiniment voisin de M et situé

sur la courbe K., par M" le point conjugué de M'. Si par les trois

points M, M', M", on fait passer inie conique située sur la surface S,/,

le point de cette conicpie hai-moniqm^ment conjugué de M, relative-

ment au couple de points M', M", est infiniment voisin i\i[ point M.

La conique passe donc par ce point, et Ion |)ourrait même déduire

de la démonstration précédente que son i)lan louche la courbe K. ;

[*] Cette pioprictc est r.Tiacttristiqur de la surface S,/. Lorsque cette surface est

une sphère, la courbe K jouit alors <ie j)roprii'tos particulières qui présentent quelque

intérêt.

Voir Bulletin de la Sucirlé Pltilniiiiitlii'iur ;Mars rSfiS) ma Note sur les Cassiniennes

planes et spériques.
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mais il osl facile de déterminer d'une façon plus précise la position de

ce plan.

Examinons de plus près quel esl le lieu des droites passant par M
et rencontrant à la fois deux génératrices de T,, associées par rap-

port à S^.

Parle point M passe une génératrice de T^; soient g cette généra-

trice et g' son associée. Toute droite passant par M et s'appuyant

sur g' rencontre les deux génératrices associées g et g'; le plan

qui contient le point M et g' fait donc partie du lieu clierclié. Un

peut remarquer d'ailleurs que, les génératrices g et g' étant polaires

réciproques relativement à la surface S^, ce plan est précisément le

plan tangent à cette dernière surface.

Ce plan faisant partie du lieu qui est en général un cône du se-

cond degré, le lieu doit se composer en outre, dans ce cas, d'un se-

cond plan.

Il est facile de voir que ce second plan est le plan tangent mené par

M tangenliellement à la surface S^'. Considérons en effet une des géné-

ratrices de cette surface qui passe par M, par exemple celle du pre-

mier système (M,); comme je lai montré plus haut, la surface S^,

contient deux génératrices du second système qui sont en même
temps des génératrices de T^ associées par rapport à S,,; ces deux

droites sont rencontrées par (M,
) ; le même raisonnement s'applique

évidemment à la deuxième génératrice de S^, qui passe par le point M.

Cela posé, le plan cherché ne peut être que le plan de ces deux

génératrices, ou, en d'autres termes, le plan tangent en M à la siu-

face Sp'.

D'où la conclusion suivante :

Si par un point quelconque M de la courbe R, on mène les diffé-

rentes droites qui rencontrent à In fois deux génératrices de T^ asso-

ciées par rapport à la sur/ace Sp, ces droites sont situées dans le plan

mené par le point M tangentiellement à la siirjace S>p .

De même :

Si par un point quelconque M de la courbe K, on mène les dijjé-

rentes droites qui rencontrent à lajois deux génératrices de Tp asso-
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ciées par rapport à la surface Sy , ces droites sont siliices dans le plan

mené par le point ]\I tangentiellenient à la surface S^,

Propriété que l'on peut encore énoncer comme il suit :

Étant mené, par un point quelconque M de la courbe K, le plan

tangent à la surface S,,, toute droite de ce plan qui, passant par ce

point, rencontre une génératrice de T^, rencontre aussi la génératrice

de celte surface qui lui est associée relativement à S^-.

16. Considérons maintenant la surface S^ et deux génératrices

quelconques, Ii et h', de T^ associées par rapport à la surface S,/, en

sorte que k et h' soient des droites polaires réciproques relativement à

cette dernière surface.

Je dis que si une droite mobile D est assujettie à rencontrer constam-

ment les deux droites h et h' et à toucher la surface S,,, le lieu de sou

point de contact est la courbe K..

En effet, étant pris un point quelconque /; sur la droite //, il résulte,

de la définition même du mouvement de D, que par ce point passent

deux droites satisfaisant aux conditions données; à ces deux droites

correspondent d'ailleurs deux points de cor.tact vj' et vj".

Imaginons le cône circonscrit à S^ et ayant pour sommet le point y; ;

la courbe de contact de ce cône, dont le sommet est sur la droite //,

passe d'abord par deux points fixes qui sont les points où S^ est coupée
par la polaire de h relativement à cette surface. Ces deux points fixes

sont sur la courbe K; car cette polaire est la génératrice de T^ asso-

ciée de h par rapport à Sp, et l'on sait que cette génératrice s'appuie

sur deux points de K.

Abstraction faite de ces deux points fixes, la conique de contact

rencontre K en deux points variables; en l'un de ces points a. me-
nons le plan tangent; ce plan coupe la droite h au point vj ; d'ailleurs

la droite avj, étant située dans le plan mené par a. taugentiellement à la

surface Sp et rencontrant h, doit rencontrer h'; le point </. se cou-

fond donc avec l'un des deux points vj' et r,".

Le lieu de ces derniers points est donc la courbe K.

D'où la proposition suivante :

Etant données la surface Sp et deux génératrices quelconques de T^

Tome XV {>" série'. — Juillet 1870. 27
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associées lelativeineiit à la swjace S^-, si une droite mobile est assu-

jettie à rencontrer constamment les deujc génératrices et à toucher S^^

le lieu des points ,le contact est la courbe K.

17. Il résulte île ce qui précède qu'étant donnée une biquadiatiquc

quelconque K, on peut l'engendrer de la façon indiquée par le théo-

rème de M. Chasles, au moyen d'une quelconque des six surfaces

que j'ai précédemment définies.

Ayant pris une de ces surfaces, l'on peut encore choisir d'une infinité

de façons le couple de droites fixes qui, avec la surface, déterminent

le mode de génération de la courbe.

i8. Les siu'faces réglées du quatrième ordre, que j'ai rencontrées

dans celle recherche, T^, T, et T^, ne sont autre chose, comme il est

facile de le voir, que les surfaces étudiées précédemment par M. de la

Gournerie, sons le nom de quadricuspidales limites [*].

Une telle surface contient deux droites doubles; T^, par exemple, a

pour droites doubles les deux arêtes OP et QR du tétraèdre conjugué

formé par les sommets des quatre cônes qui passent par la courbe K.

Par chacun des points de l'une de ces arêtes passent deux généra-

trices de la surface; si l'on désigne respectivement par jc et y les

points où une quelconque de ces deux génératrices s'appuie sur OP et

sur QR, on voit qu'à chaque position du point x correspondent deux
positions du point ;, et réciproquement. Les points a: etj tracent donc,

sur les droites doubles OP et OQ, ce qu'on peut appeler des divisions

homographiques du second ordre ; mais ici ces divisions sont d'une

espèce particulière et jouissent d'une propriété remarquable entière-

ment caractéristique.

L'on a en effet cette proposition :

Étant donné un point x' situé sur la droite OP, si )' et >" désignent

les deux points qui lui correspondent sur la droite OQ, les points >
' et

[*] Voir Recherches sur tes sur/aces tétraédrales symétriques, p. 85.
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}
" ont pour correspomlants le point x' et un autre et même point a-";

(le telle sorte que le point .v" a aussi pour correspondants les points

j'' et j".

M. Chasies, qui, le premier, a signalé ce mode de correspondance

remarquable, a montré que, si elle avait lieu pour une position particu-

lière du point x', elle avait lieu nécessairement pour toute autre posi-

tion de ce point.

Appelons a et |3 les points où la droite OP coupe une quelconque

des surfaces du second ordre V que Ion peut mener par K, et 7 et â

les points où QR rencontre celte même surface. Les droites OP et QK
étant polaires réciproques par rajjporl à cette surface, y et c? sont pré-

cisément les points de contact des plans menés par OP tangentielle-

ment à V.

Les droites ay, (xâ. py et fia sont des génératrices de cette surface, et

chaciuie d'elles^ rencontrant par suite en deux points la courbe K, en

même temps qu'elle s'appuie sur les deux droites OP et QR, est une

génératrice de la surface réglée Tp; il est clair maintenant qu'à chacun

des points « et |3 de la droite OP correspondent les ilcux points y et 0*

de la droite OQ.

La correspondance qui existe entre les points de division sur ces

deux droites est donc de l'espèce particulière dont j'ai parlé plus

haut.

La réciproque est évidente, et Ton peut énoncer la proposition sui-

vante :

" Si, sur deux droites fixes, on a deux divisions qui se correspondent

de telle façon qu'à un point quelconque d'une des droites correspon-

dent deux points de la seconde; si, en outre, le mode de correspon-

dance est tel, qu'un même couple de points de l'une des droites corres-

ponde à deux mêmes points de l'autre, les droites joignant les couples

de points correspondants forment une surface réglée du quatrième

ordre, de l'espèce de celles que M. de la Goinnerie a désignées sous le

nom de quadricuspidales limites.

19. Ces dernières surfaces sont lUie variété de surfaces réglées du

huitième ordre, que le même géomètre a étudiées sous le nom de qtm-

driciisfiidnles.

27..
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Elles peuvent se définir très-simplement de la manière suivante :

Considérons une biquadratique K et une surface réglée quelconque

dont chacune des génératrices s'appuie en deux points sur la courbe.

Soient X et Y les points où l'une de ces génératrices rencontre R, et X',

Y' les points analogues pour la génératrice infiniment voisine: on peut

se demander comment la surface doit élre particularisée, afin que les

droites XY' et X'Y soient des génératrices infiniment voisines d'une

même surface du second ordre passant par R.

Faisons pour un instant

X'=X-+-f/X,

Y'=Y + ^Y;

pour que XY' et X'Y soient les génératrices d'une même surface du se-

cond ordre, on doit avoir

ou bien

ou enfin

et, en intégrant.

X + Y'= Y + X',

X + Y + r/Y :-: Y + X + </X

,

ciY= d\,

Y-Xs^a,

a désignant une quanlilé conslante.

La SU! face engendrée par une droite XY, s'appuyant surla courbe K.

en deux points X et Y satisfaisant à la relation précédente, est la

quadricuspidale; je dirai, ]iour abréger, (]ue K est la base de la

quadricusnidale.

Une propriété très-simple et entièrement caractéristique de cellt-

surface résulte immétliatemenl de la relation précédente.

Soient XY et X'Y' deux génératrices quelconques d'une qnadricus-

piilale, on a

Y - X = rt et Y' - X'= a.
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relation d'où l'oii déduit

Y + X' H= Y' + X ;

d'où la proposition suivante :

Etnnt données deux génératrices ijuelconfjues XY et X'Y' d'une

iiuailricuspidalc ayant pour base une bi(]uadrati(jue R, les deux droites

XY' et YX' sont deux génératrices d'un même système d'une surface

du second ordre.

20. Soient deux génératrices infiiùment voisines XY et X'Y' d'une

quadricuspidaie G ayant pour base K; d'après ce qui précède, XY' et

Y'X sont les génératrices d'une même surface de second ordre passant

par K..

Par XY menons un plan quelconque L et ciicrchon.s le point où ce

plan est tangent à la surface G. A cet effet, projetons les deux généra-

trices sur un plan perpendiculaire au plan L; soient respectivement

^, Y), S,' et Yi' les projections sur ce plan des points X, Y, X' et Y"'; t le

point d'intersection des deux droites |/5 et c'r,', '> celui où se coupent

les droites S-rj' et y;S'. Les points - et 'o ont évidemment pour limites

les points de contact du point L avec la surface quadricuspidaie et avec

la surface du second ordre passant par R et par la droite XY ; d'ail-

leurs on vuit immédiatement, en considérant la figure formée sur la pro-

jection, que ces points limites divisent harmuniquement le segment £/;.

On en conclut la proposition suivante d'un fréquent usage dans les

applications :

Étant données une quadricuspidaie ajant pour base une courbe K rt

une génératrice XY de cette su/jace, si l'on considère en même temps

la suijace du second ord.e qui passe par K et par XY, tout plan mené

par cette dernière droite touche la rpiadricuspidale et la sm/ace du se-

cond ordre en deux points qui partagent hnrmoniquement le seg-

ment XY.

SoientLie ]>lan mené parXY et Y, Zlesdeux points où ce plan coupe

la courbe R; YZ est la deuxième génératrice de la surface du secoiul

ordre située dans le plan; le plan de rencontre T des droites YZ et XY
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est le point où se touchent ce plan et cette surface; son conjugué

harmonique, relativement au segment XY, est donc, d'après ce qui

précède, le point où le plan L touche la quadricuspidale.

'il.Unequadrieuspidalea quatre lignes doubles. En effet, soit XY une

génératrice de cette surface; prenons un quelconque des sommets des

cônes qui passent par la base K, le point O par exemple. Joignons X
et Y au point O, et soient X', Y' les points où les droites ainsi obtenues

rencontrent R ; on a les trois congruences suivantes :

Y-X~a, X + X' = o, Y-t-Y' = o,

d'où l'on déduit

Y' - X = rt.

La droite Y^'X' est donc une deuxième génératrice de la surface; appe-

lons O le point d intersection des droites Y'X et Y'X'. On voit que O
est un point double de la surface; ce point, d'ajîrès la façon même dont

on la construit, est d'ailleurs évidemment dans le pian des trois som-

mets PQR. Lors donc que la génératrice XY .se déplacera, il engen-

drera une ligne double de la surface située dans ce plan.

En considérant de même les autres sommets du tétraèdre OPQR, on

verrait que la surfice possède eu tout quatre lignes doubles situées

dans chacune des faces de ce tétraèdre.

La surface ne peut d'ailleurs avoir d'autre ligne double (sauf la

base K.'; car, connue il est facile de le voir par un calcul très-simjjle,

X'Y'et les trois droites analogues correspondant aux sommets P, QetR
sont les seules génératrices de la surface qui rencontrent une généra-

trice donnée XY, en outre de celles qui passent par les points X et Y
eux-mêmes.

Revenons maintenant à la nature de ces lignes tloubles.

.Soit (ti) la courbe décrite par le point O dans le plan PQR. Appe-

lons rj le point de rencontre des droites XY' et YX'; joignons Ow, et

désignons par y et y' les points où cette droite rencontre XY et X'Y'.

D'après ce que j'ai dit dans le paragraphe précédent, le plan OXY
touche la quadricuspidale aux points y et y'

; ce point est donc don-
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blemeiU tangent à la surface, l'arête de contact étant la droite Ow. Le

cône, enveloppé par ces plans tangents donbles, qui passent tous

par O, est un cône du second degré; on le démontre facilement en fai-

sant voir que^ par toute droite telle que OX, on ne peut mener que

deux plans tangents à ce cône.

Le point w est la trace sur le plan PQR de l'arête Ocij de ce cône ; ce

point se déplace donc donc sur une conique (o).

Remarquons maintenant que la droite wfl est la tangente à cette co-

nique; en considérant la figure [*], on voit immédiatement que le

segment wli est partagé harmoniquement par le cône qui a pour som-

met O et pour base K.

D'où l'on conclut la proposition suivante :

Soient (w) la trace sur le plan PQR du cône doublement circonscrit à

la surface ayant pour sommet le point O, et [O) la trace sur le même
plan du cône qui, ajant le même sommet, passe par la courbe K : la

ligne double de la quadricuspidale, située dans le plan PQR, peut

s'obtenir en prenant, sur chacune des tangentes menées à la courbe (w),

le point conjugué harmonique du point de contact par rapport au seg-

ment intercepté sur la tangente par la courbe (O).

*2'I. Les surfaces quadricuspidales se présentent dans un grand

nombre de questions relatives aux biquadratiques gauches ou aux

courbes du troisième ordre.

Elles foiu-iiissent par exemple, une solution très-simple de ce pro-

blème que l'on rencontre dans l'application des fonctions elliptiques

aux courbes du troisième ordre :

Etant donnée une courbe du troisième ordre C, trouver des courbes

telles, que la tangente menée en un quelconque de leurs points soit

partagée harmoniquement par le point de contact et par les trois points

oit elle coupe C.

Ces courbes sont algébriques; ou peut facilement les décrire dans

le plan lui-même, mais la construction suivante se prête peut-être

mieux à l'étude de leurs propriétés.

[ *J Le lecteur est prié de suppléer à la figure.
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l'i enons deux points quelconques de C et joignons-les à un point O
de l'espace; par les deux droites ainsi obtenues, faisons passer une

surface du second ordre A.

Le cône, ayant pour sommet O et passant par C, coupe A suivant

une biquadi'alique R.

Imaginons une quelconque des surfaces quadricuspidales qui ont

pour base K., le cône circonscrit à cette surface et ayant |)oui'

sommet O coupera le plan de C suivant une courbe jouissant de la

propriété indiquée.

En considérant les diverses quadricuspidales qui ont pour base K,

on obtiendrait la solution complète du problème.

25. Toutes les autres propriétés de la quadricuspidale se dédui-

raient également avec facilité de la définition très-simple que j'en ai

donnée plus haut.

Je ne m'étendrai pas davantage à ce sujet, me contentant de ren-

voyer le lecteur à l'ouvrage déjà mentionné de M. de la Gournerie.
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Sur la décomposition d'un nombre entier en une somme

de deux cubes mtionnels ;

Par I e p. PEPIN, S J.

Le |)roljlènu' de la décomposition d'im entier A en une soniiiie de

deux cubes ralionneis se ramène évidemment à celui de résoudre en

nombres entiers et ilifférents de zéro l'équation indéterminée

(i) x^+j^ — kz^.

On peut aussi le regarder comme un point particulier de la théorie

des formes cubiques à trois indéterminées, celui où l'on rliertlierait

les représentations de zéro par la forme cubique donnée

x^ +J^ — Az'.

L'impossibilité de l'équation (1), quand A = i , est un théorème de

Feriuat démontré deinùs longtemps par Euler {^fgèhre, 1^ Partie,

Ch. XV).

Le second supplément à la Théorie des nombres, p. 29 ["], nous

apprend que l'équation (i) est encore impossible quand on prend

pour A l'un des nombres 2'", 3 ou 5. Legendre ajoute qu'en appliquant

la même méthode au nombre 6, on démontrerait que ce nombre est

indécomposable en deux cubes rationnels; mais en cherchant à faire

cette démonstration j'ai trouvé qu'on vérifie l'éi^uation (ij

en faisant jj = 17, ^ = 87, 2 = 21. Du reste, cette solution se trouve

[*] f^oycz aussi la 3' édition de Legendre, 4" Partie, n°= 33o à 334-

Tome XV (j"^ série). — Juillet 1870. 20
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dans l'c'tiitle intéressante de Lamé sur les propriétés du Ijinùnie cn-

liiqne [Coinples rendus des séances de l'Àcadétnie des Sciences, t. LXl ).

Une question <ies Nouvelles Annales proposée, je crois, par M. Syl-

vester, énonce quelques-uns des cas d'impossibilité auxquels je suis

parvenu dans ce Mémoire : je regrette de ne pas pouvoir la citer tex-

tuellement.

Legondre fait aussi remarquer qu'une solution de léquation (i)

permet d'en obtenir une infinité d'autres; car si cette équation est

vérifiée par des valeurs entières .r = a, jz=h, z = c, elle le sera

encore par les valeurs

X — a {2b' -h tr), y — — b [la^ -^ b^ ), z = c{n^ — b^ )

.

Enfin, pour donner aux théorèmes qui vont nous occuper toute la

généralité qu'ils com[)ortent, il faut se rappeler que, si le nombre A est

uidécomposable en deux cubes rationnels, il eu sera de même pour le

produit A»j', m désignant un nombre rationnel quelconque. Par con-

séquent si l'impossibilité de l'équation (1) est démontrée pour une

valeur particulière A = //', elle se trouve démontrée pour toutes les

valeurs de A comprises dans la fornnile

A = /;""+%

m étant entier et positif.

Si l'on ajoute aux tliéoi'èmes qui précèdent les propriétés du

Ijinôme cubique, trouvées par Lamé, et particidierement les iden-

tités remarquables qui terminent la première partie de son Mémoire
{Comptes rendus des séances de rAcadémie des Sciences, t. LXI, p. 924)1

on aura, à très-peu près, tout ce qu'on connaît aujourd'hui sur la

solution, en nombres entiers, de l'équation cubique

x^ + jr^ = Az\

On pourrait aussi rapprocher de cette question quelques problèmes

analogues résolus soit par Euler, soit par Libri, soit par M. Le Besgue.

Euler, à l'endroit cité de son Algèbre, donne une méthode pour ob-

tenir une infinité de cubes entiers partagés chacun en trois cubes

entiers. Libri a démontré [Savants étrangers, t. V, p. 71) que u tout
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noniljre positif est la soiinne de quatre cubes rationnels et positifs. »

Enfin, M. Le Besgue, complétant lui travail de Dirichlel, a démontré

dans ce Journal (i843, t- Vlll,p. 49) pour l'équation du cinquième

degré plusieurs théorèmes généraux analogues à ceux qui font lo sujet

de ce Mémoire.

Après avoir indiqué les travaux faits jusqu'à ce jour sur la ques-

tion cpii m'occupe, j'ajouterai un mot sur la méthode que j'ai suivie

et sur les résultats auxquels je suis |)arvenu. Ma méthode consiste à

joindre tpielques considérations sur les résidus cubiques à la décom-

position employée par Euler et par Legendre tlans les cas particuliers

qu'ils ont résolus. J'ai pu démontrer ainsi les théorèmes renfermés

dans cet énoncé général :

« Désignons pai' /i et q deux nombres premiers dont les formes

linéaires respectives sont i8//ï-)-5, \%ni +- 11; il est inqjossible de

décomposer en deux cubes rationnels aucun des nombres compiis dans

les formules suivantes :

//", 7'", 2/.>'"'-^',
2,f"-^\

4/;'"'-*-, /(fy^'"-^',

9/;^'"+', 97^'"-', 9/r'""^-, 97^'" -, 5/^"""', 57""+', 25/;^'"+% -^157""-^%

dans lesquelles m désigne un nombre entier quelconque positif ou

nul.

Quoique nion but principal ait été de trouver les formes générales

des valeiu's de A rpii rendent impossible l'équation (i), j'ai cru devoir

terminer mon Mémoire en énonçant quelques ihéorèines aifirmatifs,

et entre autres les deux suivants qui semblent nouveaux :

Le double (11(71 nombre tiiau^iilnire est toiijouis la somme de deux

cubes rationnels ;

Si la somme on la dijjérence de deux: nombres est un cube, leur pro-

duit est la somme ali^éhrique de deux cubes rationnels

.

Puisse l'intérêt qui s'attache aux travaux dont Legendre a enrichi

la science des nombres, mériter à ce Mémoire l'attention bienveillante

des géomètres.

2»..
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§ I-

1, Supposons d'abord que le nombre A n'ait aucun facteur pre-

mier 602 + I .

L'équation

(1) :r'' + /'=Az'

se décompose de l'une des manières suivantes :

(2) X-i-J'=XH^, X- — XJ -hj- ^i'^,

si Az est premier à 3;

(3j x+j = -\n\ X- — xj -h j-
=

'dv^

,

si Az est divisible par 3. La raison de cette décomposition est que le

quotient
.r* -i~ y'

X-hjr

n'admet que des facteurs premiers 6m +1, et en outre la première

puissance de 3, lorsque la somme x -+- y est divisible par 3.

2. Soit d'abord Az pair. Comme nous supposons jr,j et z sans di-

viseur commun, x et > seront impairs, et la seconde équation (2)

pourra s'écrire

>')
2

Chacun des facteurs de v est lui-même de la forme x--\- "ij-, car

celte forme est l'unique forme réduite proprement primitive pour le

déterminant — 3 : on sait aussi que le nombre des représentations pro-

pres de i'^ par cette forme est le même que celui des représentations

det', etque toutes ces représentations de v'^ peuvent se déduire de celles

du nombre t', par l'équation

X + V - 3Y = (/+ V - 3g)' =--Jir- - 98' ) + V - 3. 3g(y ^ - g =
),
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dans laquelle on suppose t'=y-4-3^-. Comme les deux notnbies

X -^y X — y—;— > sonl entiers et preiiuers entre eux, la représentation (2')

de r' doit se déduire àc la dernière équation en choisissant oonvcna-

hlement la représentation y^-
-f- 3g- de v, et l'on a

(4)

On verra de même que, si kz est divisible par 3, la deuxième écpia-

fion (3) peut s'écrire

et ([u'c'lie entraîne les équations suivantes :

(5)

=/(/'- 9ê =
),

|^' = ^=3g(/=-gn, y- h3g= == V.

5. Supposons que le produit Az soit impair. Les équations (2) et

(3) peuvent s'écrire respectivement sous les deux formes

et elles entraînent respectivement les équations suivantes :

,g^ j ^^f-^
=/(/' - 9§')' ; = 3g [f- - g'),

\ x+j = F+3G, y-+3g^=i';

a:-t-j = 3(F + G), y=+3g':=i.,
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dans lesquelles nous posons, pour abréger,

Puisque nous supposoiis jl- e\ j premiers entre eux, les deux nombres

/ et g n'ont ;mcuu diviseur coiiimun; de pbis l'un d'eux est pair et

l'autre impair, et g seul peut être divisible jiar 3. I,es deux dernières

|)ro|)riétés résultent de l'équalinn

où le nombre i^est de la l'orme ùm -f- i. Enfin G est toujours le mul-

tiple de g.

A. Nous allons cliercher les conséquEuccs des fornuiles précédentes

pour le cas où le nombre A est premier avec 3. Si, dans ce cas, z est

uupair et multiple de 3, on a les équations (3) et (7) dans lesquelles

1/ doit être divisdjle |)ar 3. Posons u = 3ri,; l'équation

r -hj — A .i'-j.u\ — 3 (F + G

)

donne

9A«?-/'.r-9^=) + 3g(y^-g-),

ce qui est impossible,y étant premier à 3. Donc :

Théorème I. — Si tous les diviseurs impairs du nombre A sont de

Informe 6m — 1 , et qu'on puisse résoudre l'équation (i) en nombres

entiers premiers entre eujc, le nombre z ne peut être divisible par 3

sans être pair.

Supposons donc z impair et premier à 3. Dans ce cas l'équation (1)

donnera les équations (2) et (6), d'où l'on déduira

.r + j = Au^ — F + 3G, et x -
J-
= F — G.

Si (!ans la première nous supprimons les multiples de 9, en remar-

quant que le cube d'un nombre // premier à 3 est toujours un nud-

îiple de g plus ou moins i, elle rievient

A ^zh I (mod. 9).
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On a aussi

ij = 4G = 12g- [j- — g-) £^ o (mocl. 3G),

De* ces deux congrueiices, en ayant égard au premier théorème, on

déduit :

Théorème \\. — \° Si le nombre A est de Vune desformes \^ m ± 5,

1 8/7Z r± II, l'équation (i) ne petit être vérifiée en nombres entiers, sans

que z suit un nombre pair.

2° Si le nombre A est de l'une des deuxJormes 1 8m -+- i , \'èm + 17,

et que dans l'équation (j) z soit un nombte impair, l'un des deux au-

tres nombres x, y est en même temps pair et dii'isible par 9.

o. Si le proiluit Az est pair, l'équation (i) donnera les équations ( .1)

et (4), ou les équations (3) et (5), suivant que z sera premier à 3 ou

divisible par 3. Dans le premier cas, l'équation — = 3g (J^ — g*)

donne la congruence

X ^y ( mod . o )

.

L'équation (1) donnera, par suite,

kz^^-i.x'^ (mod. 9), A ^±2 (mod. 9).

Dans le deuxième cas, l'équation

Au' o / /.. o=:3"!r "I

ne peut subsister sans que le nombre u soit divisible par 9. Nous

avons donc ce théorème :

Théorème III. — L'un des deux nombres A ou z étant pair, si z est

divisible par "i, il est aussi divisible par 9 ; si au contraire z est pre-

mier à "5, le nombre A doit être de l'une desJormes

18 ;?j -f- (2,7, II, on 16).
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§ II.

G. Pour déduire quelques conséquences des résultats obtenus jus-

qu'ici, nous considérerons successivement le cas où le nombre A est une
puissance d'un nombre premier 6/« — i, et celui où il est le produit

d'une semblable puissance multipliée par une puissance de 2. De plus

nous considérerons immédiatement parmi les diverses solutions possi-

bles, celle où la valeur numérique de z est la plus petite possible ; de

telle sorte qu'une liypolbèse sera toujours rejetée comme impossible,

lorsqu'elle ramènera l'équation (1) résolue en nombres inférieurs à

cette valeur tniniina de z.

Supjiosons d'abord que le nombre A soit égal à l'un des nombres

P-> 7' /^"' T- ^' s^''^ "^'c '""e des formes i^m 4- (5, 7, 1 1 ou i3). Dans
ce cas le deuxième théorème nous apprend que le nombre z doit être

pair. Si de plus z est divisible par 3, l'équation (i) entraînera comme
conséquence les équations (3) et (5), et l'on ain-a

u = -6u„ A«î = 2g(y + g)(y-g).

Comme les trois facteurs ag,/ -+- g, f— g sont premiers entre eux,

leur produit kii' se décomposera de l'une des manières siilvaules :

2g = «% /±g = A/'i\ / + g = v\

On en déduit respectivement les équations

Aa^' =i3^ -+-(-•/)% Ap' = 7'+(±«)\

qui ne sont autres que l'équation (i) résolue en attribuant aux indé-

terminées des valeurs a, j'5 , 7 toutes intérieures au minimuin de

Il faut donc supposer z premier à 3; mais alors l'équation (1) en-

traîne comme conséquence les équations (2) et (4), et l'on a

A«'=.2/f/-3g)(/-3g).
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Les trois fadeurs 2j^J -v- ^^^J— ^ô' '^''•"'' premiers entre eux, et le

nonilire A étant une puissance d'iui nombre premier, on ne peut avoir

qiie l'une <les décompositions suivantes :

o.f^c<\ /± 3g = A/3% /^3g = /,

qui donnent respectivement les deux équations

Aa-'=/S^+7% A/3»= a^'+ (— 7)'.

On vérifieiait donc l'étjualion (i) en attribuant aux indéterminées des

valeurs «, |3, 7 toutes inférieures à la valeur minitnn de z = «/îy.t^.

L'hypothèse est donc impossible.

Puisqu'il n'\ a pas de milieu entre ces deux, hypothèses, z multiple

fie 3, ou z |iremier à 3, nous avons ce théorème :

Théoré.mi; IV. — Si nous désignons par [> un nombre premier

iSm + 5, et par (j un nombre premier iSni -h \ 1, aucun des nom-

bres p, p' , (/, q" n'est dêcomposable en une somme de deux cube^ ra-

tionnels.

7. Considérons l'équation de Fermât x' -f- 7' = z'.

Comme z désigne l'un quelconque des trois nombres, nous pou-

vons lé supposer impair. Puis, remarquant que la valeur A = 1 salis-

fait aux conditions du premier paragraphe, nous concluons du premier

théorème que z est premier à 3, et du second, que l'un des deux

nombres x on j est multiple de 18. Nous avons donc

Aoi
.r' = i'' . (j'm^w^,

ou

z- x = '2^ yu\ (^-^V + 3 (t^y=v' = Y- + 'ia\

En répétant le raisonnement employé au n° 2, nous concluons que

z—— = F, :^-^ = G, ou 2=. 3' «^= 3g (/=-§-).

Tome XV (2*^ série). — Juillet 1S70. 2Q



226 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

Or, les trois facteurs §,/-+ g,f— g étant premiers entre eux, la

dernière équation ne peut se décomposer que de l'une des manières

suivantes :

on en déduit respectivement les deux équations

(3P|' -/ = ±: 2g =(+,.«/.

Or nous pouvons supposer que, dans la solution considérée, z est le

plus petit des deux nombres impairs et qu'il a la plus petite valeur

|)ossible. Puisque nous déduisons de cette solution miniinn une autre

solution en nombres tous inférieurs à z = i8aj'3'/.t', nous concluons

que l'équation est impossible. Donc :

Théorème V. — Aucun cube n'est égal à la somme de deujc cubes.

8. Supposons A = Q.^n, en désignant par p. l'un des nombres i ou

2, et par a l'ini des noml)rcs premiers /;, q, ou de leurs cai'résy;-, q-

.

Si |LJ(, = I , les valeurs de A sont respectivement des quatre formes

i8m -+- (lo, 4, i4) 8); le nombre z doit donc être multiple de 3 et

même de 9. (Théorème III.)

Soit |u. = 2. Les nombres 4/^, 47^ 4y^'» 47' sont respectivement des

quatre formes i8m + (2,8, 10, 16); nous concluons donc du troi-

sième théorème que, si A est l'un des nombres 47i 4/''? ^ doit être

multiple de 9. Donc :

K 1" Si A désigne l'un des nombres 2^, aiy, 2/;-, iq', [\q, ^p^-, 1 é-

quation (i) ne peut être résolue en nombres entiers qu'en faisant z

multi|ile de 3. »

La décomposition en facteurs de l'équation (i) donne alors les

équations f3) et (5), dont la dernière

6 I» o ^-^ o
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devient

Cl) posant

u = 3»,.

Celte équation se décompose nécessairement de l'une des manières

suiv.'uilos :

et l'on obtient respectivemeiit les deux équations

jS'-)- (- 7)' = Aa% f±:2^a^= afy\

Ua première n'est antre que l'équation (i) vérifiée en égalant les

indéterminées à des diviseurs r/, j3, y de la plus petite valeur possible

de z; on doit donc la rejeter. Quant à la seconde, comme l'iui des

nombres a, /3, y est multiple de 3, elle donne Tune des congruences

2i^±i^o, fl^±i, a ^=±2^ (mod.9).

La première est impossible; la seconde l'est également lorsqu'on dé-

signe par a l'un des nombres />, </, p-, cj-, ainsi que nous le faisons.

Pour la troisième, il faut distinguer les deux valeurs de |m.. Si |U,= i, le

nombre a doit être de l'une des deux formes i8/« -f- 1 1, i8in + 7, ce

qui exclut les deux valeurs p, q'. Si fjL= 2, « doit être de l'une des

deux formes 18/72+ i3, \Sm-'r- 5, ce qui exclut p- et (j. Donc :

2° « Si A désigne l'un des nombres 2p, aq^, ^q, l^p-, l'équation (1)

ne peut être vérifiée en faisant s multiple de 3. »

Si nous réunissons les deux conclusions 1° et 2", nous avons ce

théorème :

Théorème VL — Aucun des nombres ap, o.(/-, /j/r, 4'/ ne peut se

de'composer en une somme de deux cubes rationnels.

29.
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§111.

9. Supposons A = 3'2"y7, a désign.'int encore une puissance d'un

nombre premier 6m— r, p. l'im des nombres o, i, 2, et X l'un des

nombres i ou 2.

i" Soit X = i. Comme la sommes' +^' "^ peut être divisible par

3 sans l'être par 9, il faut que z soit multiple de 3, de telle sorte que

l'équation (i) se décomposera de la manière suivante :

X -\-j = 1-j . -yy a u', a.- — xj -{- 1
- = 3v\ z = 3 m>.

On peut obtenir, dans ce cas, certaines conditions que les indétermi-

nées doivent remplir, mais aucun caractère général d'impossibilité.

2" SoitX=:2. L'équation (1) se décomposera de la manière suivante .

•

j: -1-^ = 3. 2!^rt.f<', .r^ — .rj -f-
;- = 3i^', z — in\ J- h'i^'-=v.

Siqiposons d'abord pi = o, et z impair. L'un des deux nombres x ou y

devant être pair, nous feions r = 2^ T^a seconde équation pourra

s'écrire

(i^)"+3(i)'=3..', .,„ ,= ^3(-5i)'=..= r.-.:iG.,

et, en répétant le raisonnement que nous avons fait [n° 2), nous con-

cilions

^ = F, l:^' = G=.3s(/=-^g=);

d'oii

.r -f- 2f
"3

Mais G est divisible par 9, tandis que pE^y^s^i i (tiiod.y); donc

l'équation précédente, réduite à une congruence suivant le module 9,

devient

n^± i (mod.9).
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Donc, « si le nombre a est de l'une des quatre formes /), (/- [>', </")

l'équation

x^ -h j^ = 9«:'

ne peut èlre vérifiée par aucune valeur impaire de z. »

10. Il résulte de là que, quel que soif p., les deux nombres x et j
sont nécessairement impairs, et que l'équaliou

s'écrit de la manière suivante :

T>e raisonnement précédemment indiqué nous donnera

Décomposons de toutes les manières possibles la dernière équation,

en remarquant que les trois facteurs 2g, f-i- g, J — g sont premiers

entre eux; nous obtenons l'iui des systèuies suivants :

2^a,^=6g, p' =--fn-g, f=f-g,
./a' =Gg-, a^.^=f±g, f=f^g^

d'où l'on déduit respectivement ces, cinq équations :

± ai^a' =r7^'-9.7J, d=2iV?«'= o^J -7%

dans lesquelles nous posons 3a, =: a, 3j3, := j3, 3y, = y.

La première équation doit èlre rejetée, parce qu'elle est de même
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forme que l'équation proposée, et que les valeurs a,,
fj,
— y des indé-

terniinées sont des diviseurs de la ^alcur minima de z. La seconde doit

être aussi rejelée si n désigne l'un des nombres p, q, p^, </-, parce

qu'elle se réduit à la congruence

«7 =P i^o (niod.9),

qui est impossible dans cette hypothèse. La troisième doit être rejetée

pour la même raison que la première si jli ^ o, et, dans le cas con-

traire, parce qu'elle donne la congruence impossible

ai^iss ±: I (mod.9),
(f^.
= 10112).

Restent donc les deux dernières, qui se réduisent aux deux con-

gruences

(B) 2V-^^±n (mod.9), 2^('^^±i (mod.9),

})our lesquelles il faut distinguer la valeur de p.. Quand
fj.
= o, elles sont

l'une et l'autre impossibles, si a est de l'une des quatre formes suppo-

sées p, q, p^, q- . Donc :

Théorî;me vil — j4uciin des iiombies 9/), giy, gp",c)q'- ne petit se

décomposer en une somme de deux cubes rationnels.

Dans le cas où p. est égal à l'un des nombres i ou 2, les con-

gruences (B) n'excluent que les deux formes i8m -f- (i, 17). Mais il

faut nous rappeler que, si le nombre n est de l'une de ces deux formes,

la seconde décomposition cesse d'èlre impossible. Ainsi la considéra-

tion du facteur 2 ne fournit aucun caractère d'impossibilité.

§ IV.

11. On reconnaît aisément, au moyen du théorème de Fermât

rt^ — rt^ o (mod. 5), que le |)rodiiit

est toiijouis n)ulliple de 5; d'où nous pouvons conclure que 1 un des
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deux nombres

est nécessairement divisible par 5. Dès lors nous pouvons espérer que

la considération de ce diviseur fournira quelques caractères d'impos-

sibilité pour l'équation (i), dans le cas où A sera multiple de 5. Soit

donc A = 5^n, a désignant une puissance d'un nombre premier

6m — I . Le premier théorème (§ I) nous apprend que, si l'équation

(i) ji'-^y= ^i'az^

est possible on nombres entiers, le nombre z ne peut être impair sans

être premier à 3; d'où l'on déduit aisément que z doit être pair.

En effet, si l'on suppose que z est impair et premier à 3, l'équa-

tion (i) conduit aux équations (2) el (G). Or l'équation

^ +J =/(/' - 98') + 98{r- - r) = 5^««^ = F -4- 3G

est évidemment impossible, puisque des deux nombres premiers entre

eux, F, G, l'un est multiple de 5.

Soit donc z pair. Et d'abord supposons z premier à 3. La décom-

position de l'équation (i) donnera les équations (2) et (4). Or l'équation

5!V^/^ = 2/(/=-9g^),

dans laquelle 2/, 'J'-h ^S^ f~~ ^o ^°"^ ^^^ nombres premiers entre

eux, se décompose nécessairement de l'une des manières suivantes :

5^Y7a^'=2/, /+3g-p\

a--" = 2/, f± 3g = 5i^r7/3^

«'=2/, /^3g = r/,'5',

On en déduit respectivement les cinq équations :

a.' - f ^ 5v-af^\ a'' = «p'' + 51^7'

.

/- 3g =
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Ivii première et la quatrième doivent être rejelées, parce qu'elles doii-

iieiil une solution de l'équation (i), dans laquelle les indéterminées

sont égalées à trois diviseurs de la valeur ininima de z, ce qui est

absurde. Quant aux trois autres, elles se ramènent à l'équation unique

(C) rta^ -h 5(^/5^ -r 7^ = 0,

dans laquelle ou doit supposer ajSy premier à 3.

12. Soit z multiple de 3, et posons z = "iuv. L'équation (i) donnera

les équations (a) et (5), dont l'une

-g- = —^- = 3g(y--s-)

donne

En décomposant cette équation, comme nous avons iait pour l'équa-

tion analogue du numéro précédent, et en excluant les décompositions

qui ramènent l'équation proposée vérifiée par des diviseurs de la \aleur

miiiiina de r, on trouve que toutes les autres déconipositions donnent

mie équation de la forme

(C) rta' + Si'/î'+v'^o,

dans laquelle on peut supposer l'un des noinbies c/., (i, y divisible

j)ar 3. En rapprochant ce résultat du précédent, nous concluons

que l'équation (i) est impossible poiu' la valeur A = .'i''rt, si le nombre a

désigne une puissance d'un nombre premier 6//( — i, et qu'en même
temps il rende impossible l'équation (C).

15. Soit p.= I , et réduisons l'équation (C) à une congruence suivant

le module 9. En ayant toujours égard à la congruence m'^± i(mod.9),

si m est premier à 3, nous obtenons, suivant les différentes hypothèses

possibles, l'une des quatre congruences

n±5±i^o, Sdzi^o, a^zhi, a^±5 (mod.9).

La seconde est impossible; les trois autres exigent que a soit de
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l'une des formes

9/« + (±5, ±1, ±4, ±6).

Comme a est premier à 3, il faut exclure la dernière forme; la jîre-

iiiiére et la troisième rentrent l'une dans l'autre, de telle sorte qu'il

ne reste que les formes

9/« -4- (i,4, 5,8),

ce qui exclut les deux formes c^m + (2, 7), et par suite les valeurs 7
et p' de a.

Théorkme VIII. — Aucun des nombres représentés par les for-

mules 5(j, ^p- nesi décomposable en une somme de deux cubes

rationnels.

14. Soit ^ = 2, et supposons a = iSm + 5, cest-à-dire a ^^ p ou

a = f/^.

L'équation (C) devient

au^ -f- aSjS' 4- 7' = o,

et se ramène, par rapport au module 9, à l'une des quatre congrueuces

5zt:2±i^so, ±2±;i^o, rtarbS^o, rt5±:i^s;o (mod.9),

qui sont toutes impossibles. Donc :

Théorème IX. — Aucun des nombres compris dans les deux for-

mules 23p, 25 7- n'est décomposable en une somme de deux cubes

rationnels.

Si nous avons égard à l'ob-servation, faite dés l'introduction de ce

Mémoire, que l'impossibilité de décomposer en deux cubes rationnels

im nombre /j" entraîne la même impossibilité pour le nombre p^m+a^

quel que soit d'ailleurs le nombre entier et positif m, nous pouvons

réunir les résultats obtenus jusqu'ici dans le théorème général :

Théorème X. — Si l'on désigne par p et 7 deux nombres premiers

compris respectivement dans lesformes linéaires iSm + 5, i8ni -h n

,

Tome XV (i« série). — Jiillet 1S70. JO
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et j>ai ni un nombre entier et positif quelconque^ aucun des nombres

compris dans lesJormules suivantes :

p'", q'", 2/j''"+', 27'"'+% 4^""-^-, 4^='"+*,

9/r""+\ 97''"-^', gp^'"-^\ 9f'"^\ 5;)""-^% 5^^""^', 25/)^'"^', i.Sq^'"-*\

n'est ileromposable en une somme de deux cubes rationnels.

Pour épargner un travail inutile à ceux qui voudraient faire des

reclierches sur le même sujet, j'ajouterai quelques oliservations.

1" On chercherait vainement à prouver l'impossibilité de décon»-

poser en deux cubes rationnels les nombres premiers (i8/«H- 17), ou

les produits de ces nombres midtipliés par une puissance de 2 ou

de 3; car on a

17 =

2x17 =
7 .'

63

_ / 2538i63y / 472663y
'^ ^ ' 7 — \ 62o5o5 / \62o5o5J

'

, /73o5ii\^ / (32641 \'3X17= '' -5 + ^ »
' \ 197020/ ^ 197020/

9x17 =

2° On ne trouvera pas non plus de théorème du même genre pour

les nombres premiers 6m 4- i : tous ces nombres sont compris dans la

f<jrme quadratique

A= + 3B%

et il résulte des formules données par Lamé, dans son étude Sur les

binômes cubiques [Comptes rendus des séances de l'Académie des

Sciences, t. LXI, p. 924), que le nombre A^+ 3B° est la somme de

deux cubes rationnels, toutes les fois que l'un des trois nombres 2A,

3B dz A est un cube, ou que l'un des trois nombres 2 P., A ± B est le

Iriple d'un cube.

3° On ne sera pas dans de meilleures conditions si l'on considère
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le produit d'un nombre premier Gin -+ i par une puissance de 5; car

si le nombres esl compris dans 1 une des formules suivantes :

(4 X 5i^wj')--i-3/=, /-+ 3(12 X 5>^m')S

(r)'^/H'±3/)=-+-3/% (3x 5^m'±l)^-h3r-,

le produit Si^a est décomposable en deux cubes rationnels.

4" Quant aux nombres composés, la probabilité de leru' décomposi-

tion eu deux cubes rationnels augmente avec le nombre des facteurs.

Par une méthode différente de celle qui a été suivie dans ce Mémoire,
on peut obtenir les deux théorèmes suivants :

Théorème XI. — Le double (Vitn nombre triangulaire (quelconque

est toujours décomposable en deux cubes rationnels.

Ainsi les doubles des nombres triangulaires compris dans la pre-

mière centaine sont

2, 6, 12, 2o, 3o, 42, 56, 72, 90;

or on a

21
129

/îi\» /43

20 = -^

Ce théorème est lui-même compris dans un tliéorème plus général :

Théorème XII. — T'eut nombre composé de deux facteurs , dont la

somme ou la différence est égale à un cube, est lui-même la somme de

deux cubes rationnels

.

Par exemple, on a

8 = 1-1-7 = 2-1-6 = 34-5 = 4 + 4= 10— 2—-II — 3 — 12 — 4, ••

Or chacun des produits

1x7, 2x6, 3x5, 16, 20, 33, 48, 65, 84? • • •

3o..
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est décoiiiposable en deux cubes rationnels. En ouieftant les décom-

positions évidentes et celles qui ont été données plus haut, on a

523

58Ï

De tiiënie on a

3^ = 25 -t- 2 = 24 + 3 = 23 -(-4 = • • = 29 — 2 = 3o — 3. . ;

chaïun des produits

25x2, 24x3, 23x4, 22x5, 21x6, 20x7,

19x8, 18x9, 17x10,..., 29x2, 3o X 3, . .

est dérornposable en deux cubes rationnels. On a

5°=(^y-{^y- -'-'i=(^y-(|iiy.

=°>< '=(»?)"+ (Êt)"' '9x8= {:§)' + (i)\

,«x,= [11]' ^
(f)\

„x,o = (^7.(^7,
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Rapport fait à VAcadémie des Sciences sur un Mémoire de

M. Maurice Levy, présenté le 3 juin 1867, reproduit le

21 juin 1869 [*J et intitulé : Essai sur une théorie rationnelle

de l'équilibre des terres fraîchement remuées, et ses applica-

tions an calcul de la stabilité des murs de soutènement
;
par

MM. Combes, Serret, Bonnet, Phillips, dk Saint-Venant

rapporteur.

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Acadc'mîe des Sciences^ t. LXX, séance du 7 (eviier iS^o.)

On connaît depuis longtemps la loi qu'oljservent les pressions dans

les fluides pesants en équilibre.

On connaît aussi, depuis les mémorables travaux (1821 à 1829) ^*^

Navier, Cauchy, Poisson, Lamé et Clapeyron, les lois que suivent les

pressions on tractions dans les corjis solides parfaitement élastiques,

comme sont les métaux, etc., quand les déformations de leurs éléments

restent fort petites.

Mais ou n'a pas la même connaissance pour les forces du même
genre qui se trouveiU en jeu dans les masses solides inconsistantes,

telles que la terre ou le sable. Aussi, pour calculer les poussées exer-

cées par de pareilles masses sur les murs de soiuènement qu'elles ten-

dent à renverser, on considère seulement, avec Coulomb [**], ce qui s'y

passerait lors d'un commencement de riqiture de leur équilibre; et,

comme lui, on a coutume de supposer qn'à cet instant une partie du

massif se divise, suivant des plans, en zones ou couches qui glissent

[*] Comptes rendus, t. LXVIII, p. i-j56.

['*] Essai sur une application (li;s règles de maxiinis et miiiiniis « t/iielqucs pro-

blèmes de statique relatifs à Vtigriculture [Savants étrangers, l'j^S).
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les unes conire les autres et produisent des frottements dont Ich inten-

sités suivent la loi du rapport constant avec les con)posante> normales

des poids. Et les inclinaisons des plans hypothétiques de séparation

sont déterminées par la condition d'avoir un maximum, soit pour la

poussée contre le mur, soit (ce qui ne revient pas toujours au même)
pour le moment résultant de cette poussée par rapport i\ la ligne infé-

rieure autour de laquelle le nuir tend à se renverser [*]. On tient

compte aussi du frottement des terres contre la maçonnerie, force que

Prony elles autres premiers successeurs de Coulomb négligeaient, et

que Poncelet a rétablie d'une manière simple et élégante ["].

Nous ne parlons pas de Vadhésion proportionnelle aux surfaces, que

Coulomb faisait entrer aussi dans ses calculs, car les constructeurs re-

gardent aujourd'hui conune prudent de ne pas en ajouter les effets

à ceux des frottements; et, entre les plus expérimentés, M. le Alaréchal

Vaillant a très-bien fait voir [***], par des exemples concluants et

nombreux, que les terres dont une certaine proportion d'argile rend

les parties adhérentes entre elles exercent, lorsque l'eau vient à les

imprégner et à les dilater, un genre de poussée qui compense, et au

delà, la propriété qu'elles ont de se soutenir a pic d'elles-mêmes sur

une certaine hauteur à l'état sec.

Aussi, nous commençons par dire que, dans le Mémoire de M. Levy

dont nous avons à rendre compte, il n'est question que des terres

sans cohérence, comme sont celles qui ont été fraîchement remuées.

La théorie citée de Coulomb a été développée dans ses conséquences,

de i8o4 à 1846, par de savants ingénieurs, bien que l'illustre physi-

cien n'ait proposé qu'avec réserve et sans beaucoup de confiance son

hypothèse de la séparation des massifs suivant des surfaces toujours

planes.

Depuis, M. le docteur Hermann Sciieffler, après avoir constaté le

peu de valeur des raisons par lesquelles deux Géomètres ont essayé de

[*] Ainsi que l'a fait M. le capitaine du Génie Curie, dans un Mémoire présenté le

21 décembre 1868.

[**] Mémorial du Génie, n" 13, 1840.

[***] Rapport déposé le i5 septembre 1862 sur une tentative de théorie nouvelle

(le la poussée des terres, présentée en iSSg.
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justifier tliéoriquemenl la supposition de ce mode exclusif de rupture,

a tenté, le premier, une détermination mieux fondée des forces dont

ces massifs sont le siège, lorsque leur équilibre est infiniment peu
troidjjé [']. Bornant ses calculs au cas le plus simple, qui est celui d'un

massif indéfini terminé en haut par une surface horizontale, M. Schef-

fler montre très-bien qu'à l'intérieur les faces verticales et les faces

horizontales seules sont pressées normalement; puis, admettant à peu
près rt />r/or/ qu'en tout point, parmi les petites faces obliques, il s'en

trouve au moins une sur laquelle la direction de la pression fait avec
l.i normale à cette face un angle égal à celui de frottement de terre

contre terre, il pose les équations de l'équilibre d'un élément prisma-
tique à base trapèze; et, en invoquant, comme dans les autres parties

de son livre, un certain principe, dit de moindre résistance, dont ou
lui a reproché l'obsciuité et le défaut de généralité ["], le savant el

mgénieux conseiller des travaux du Duché de Brunswick arrive à une
détermination, qui peut être regardée comme juste, du rapport entre
les pressions s'exerçant sur les faces verticales el sur les faces horizon-
tales en chaque point; d'où il tire une solution exactement motivée,
et du reste conforme, quant au résrdtat, à celle de Coidomb, du pro-
blème de la poussée sur un mur vertical, pour le seul cas où l'on sup-

pose lisse ou sans frottement la face de ce mur.

M. Uevy est allé bien plus loin dans cette voie rationnelle; car, tout

en n'y marchant qu'ai)puyé sur des principes clairs et dégagés d'hypo-

thèses non justifiées, \\ est parvenu à poser en équation, d'une ma-
nière générale, le problème des pressions intérieures d'un massif quel-
conque sur le point île se désagréger dans toutes ses parties, ou à 1 état

d'équdibre-limite, souteiui par un mur lisse ou rugueux, sur lequel

il exerce une poussée d'une obliquité aussi quelconque; et il en a dé-

duit des conséquences nombreuses et intéressantes au point de vue
tant scientifique que pratique.

Son analyse se base en grande partie sur les théorèmes découverts
par Cauchy, en i8a3, et aujourd'hui généralement admis et eniployés,

[*] Traitéde la stabilité des constructions, 1857 ; traduit en 1864, par M. V. Fournie.
[**] Article de M. CIi. Leblanc, aux Annales des Ponts et Chaussées, janvier et

lévrier 1867, p. iSg.
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qui résiilleiit Irès-simplement de l'expression des conditions de l'équi-

libre de translarion et de l'équilibre de rotation du tétraèdre et du pa-

rallélépipède élémentaire dans toute espèce de matière solide ou

liquide, en repos ou en mouvement. Énonçons d'abord, et en lan-

gage ordinaue, ces trois importants théorèmes, qui, trop habituelle-

ment à notre avis, ne le sont qu en un langage analytique faisant

obstacle à leur diffusion et à leur enseignement, qui devrait être général :

1° La pression sur (ou à travers) une petite face à l'intérieiu- d'un

corps est constamment résultante des pressions siipjîortées par ses trois

|)rojections rectangulaires ou obliques sur trois plans quelconques

passant par son centre.

2° Lorsque deux j)etites faces planes de même superficie ont lem-

centre au même j)oint, la pression sur l'une, projetée sur une normale

a l'autre, est égale à la pression sur la seconde, projetée sur une nor-

male à la piemière.

Si, pour un point quelconque, l'on prend les dérivées, par rapport

à ses trois coordonnées rectangles, des pressions supportées par l'unité

superficielle de trois petites faces qui leur sont respectivement perpen-

dicuhiires, ces pressions étant décomposées suivant une même direc-

tion quelconque, la somme des trois ilérivées est égale à la composante,

dans cette même direction, de la force qui sollicite l'unité de volume

de matière an point considéré [*].

[*] C'cst-ii-(lire que, si l'on prend, par exemple, .r pour la direction de décompo-

sition, et si p^T, Pyx,p-.x représentent les composantes des pressions sur l'unité superfi-

cielle des trois petites faces respectivement perpendiculaires aux .r, aux y, aux z se

coupaut au point (x, y, z), l'on a

dx (ty riz

X étant la force tant motrice que d'inertie animant l'unité de volume dans la direc-

tion J-, et qui se réduit ordinairement, s'il y a équilibre, au poids de ce volume de

matière, estimé suivant les .r. Cette équation jointe à deux autres pareilles, où les sens de

décomposition sont y et r, forment ce que Caucliy appelle les n-liitinns tntre les pres-

sions et les forces accélératrices. En les ajoutant, après les avoir iiiultipliées respecti-

vement par les cosinus des angles formes par les r, y, z avec une droite prise arbitrai-

rement, on a l'expression analytique du tlicnréme plus général énonce, et qui est

démontrable directement.
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M. Levy exprime ce qui résulte du troisième théorème par deux

équations différentielles à deux coordonnées, l'une horizontale,

l'autre verticale, eu abstrayant la troisième coordonnée, aussi hori-

zontale, ainsi qu'on peut toujours le faire quand ou ne s'occupe, avec

tous les auteurs, que d'un massif et d'un mur prismatiques à arêtes

horizontales, dont il n'est besoin de considérer que l'unité de longueur

mesurée dans le sens de ces arêtes.

Les deux équations ainsi posées ne suffisent pas pour déterminer les

deux composantes normales et la composante tangeutielle de pression

sur des faces perpendiculaires aux ordonnées : composantes dont d<''-

pentlent, d'après le premier tliéorème, toutes les grandeurs et direc-

tions des pressions qui ont lieu sur les diverses antres faces. Pour avoir

entre ces trois inconnues une troisième équation, l'auteur observe

que, sur aucune face, la pression exercée ne saurait faire avec la nor-

male à cette face un angle qui excède celui y du frottement de terre

contre terre; car évidemment, si cet angle avec la normale devenait

plus grand, l'équilibre se romprait par glissement, comme quand un

corps posé sur un plan solide se trouve sollicité, parallèlement à

celui-ci, par une force qui excède le produit de la pression normale

par le coefficient tangç) dit du frotteinetit. Or, dans le cas de la ques-

tion de stabilité ou d'équilibre-limite qui est ici à résoudre, on doit

supposer ^«e, pour Inface où cet angle de la pression avec la normale

est plus grand rjue pour les autres petites Jaces se croisant au même

point, il atteintjustement le maximum énoncé, ou cette valeur limite ©

qu'il prendrait quand le massif commencerait à s'ébouler ou à se dés-

agréger. Il est clair, en effet, que, si le poids d'un mur soutenant ce

massif est tant soit peu supérieur à ce qu'il faut pour faire équilibre à

des forces ainsi constituées, et si Ion opère un commencement de ren-

versement en ajoutant pour peu de durée une petite force à celles qui

le poussent, le renversement ne continuera pas lorsque cette force

additionnelle et étrangère aura été soustraite ou aura cessé d'agir;

d'où l'on peut parfaitement conchue que, si une pareille force n'est

point ajoutée, le renversement ne commencera pas, et la stabilité du

système est assurée.

Cette supposition d'une inclinaison constante de la pression sur

l'une des faces intérieures qui se croisent en tous sens à chaque point

Tome XV (2' série}. — Aoct 1870. J '
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d'un massif peul être regardée comme la traduction vraie de la pensée

première et intime de Coulomb; elle n'entraîne nullement l'admission

de la partie arbitraire de son hypothèse de 1773, à savoir : cette ten-

dance à rupture ou à glissement suivant des sur/aces constamment

planes, à laquelle il ne croyait pas lui-même avec assurance, et que

M. Levy montrera plus loin ne pouvoir exister que sous des condi-

tions particulières.

Elle avait déjà été faite par ?>I. Schefller; mais M. Levy la motive

d'une manière nette, et il lui fait porter toutes ses conséquences; car,

en la combinant avec les deux premiers théorèmes de Cauchy, ou

avec ce qui résulte de l'équilibre d'éléments prismatiques à base trian-

gulaire ou à base carrée, il établit une équation nouvelle et géné-

rale qui équivaut à ce remarquable théorème sur l'état d'équiliJjre-

1 imite :

« Si l'on considère, dans le massif prés de s'ébouler, deux jietites

faces intérieures quelconques de même superficie, perpendiculaires

entre elles et parallèles à ses arêtes, le carré de la demi-somme des

composantes normales des pressions qui s'y exercent, multiplié par le

carré du sinus de l'angle o du frottement de terre contre terre, est

égal au carré de la demi-différence, plus le carré de la composante

tangentielle de ces pressions dans un sens perpendiculaire à l'inter-

section des deux faces. »

Comme cette composante tangentielle est nulle sur les deux faces

rect;îngulaires dites rie pressions principales ou normales dont l'exis-

tence, en tous les points d'un corps quelconque est, comme on sait,

une conséquence des mêmes théorèmes de Cauchy, on voit que, dans

l'intérieur du même massif sur le point de se désagréger :

« Le quotient de la différence par la somme des deux pressions

principales est constant et égnl au sinus de l'angle de frottement; »

Ou que :

(( Le rapport de la plus petite à la plus grande des deux pressions

principales est égal nu carré de la tangente de la moitié du complé-

ment de cet angle. »

^L Levv reconnaît aussi que, par cela seul qu'il y a une face où la

pression fait avec sa normale l'angle 9 du frottement, il y en a aussi

partout une autre où elle fait l'angle — ç;, c'est-à-dire un angle de
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même grandeur compté en un sens opposé. Il y a donc deux systèmes

de lignes sur lesquelles les terres glissent au [)remier instant d'une

rupture d'équilibre. Une pareille dualité est de nécessité cinéma-

tique; on la recontre également dans la théorie des pièces solides

élasticpies.

En appelant, avec M. Lamé, courbes isostati(jucs celles qui sont for-

mées par la suite des directions des éléments plans sur lesquels s'exer-

cent les pressions principales [*], et qui ne sont pressées que norma-

lement; et en nommant combes de glissement celles qui sont formées

par la suite des chrections des éléments plans sur lesquelles la pres-

sion a le maximum d'obliquité, on fait avec leurs normales l'angle ± f

du frottement, M. Levy reconnaît encore que :

« Les deux courbes de glissement coupent cliacune des deux courbes

isostatiques suivant deux angles égaux, comptés de part et d'autre eu

sens opposés; l'angle fait avec l'une des deux courbes isostatiqnes est

moitié du complément de l'angle du frottement; l'angle fait avec l'autre

est complément de cette moitié. »

En sorte que :

« Les deux courbes de glissement se coupent partout suivant un

angle qui est le complément de celui du frottement de terre contre

terre;

» Et la pression sur une des deux faces de glissement est dirigée

dans le plan de l'autre face. »

Il en résulte que, si l'on construit l'ellipse dont les axes, dirigés

suivant les deux pressions principales, ou tangents aux deux courbes

isostatiques, ont des longueurs proportionnelles aux racines carrées

des intensités de ces pressions, les tangentes aux lignes de glissement

des deux systèmes sont dirigées suivant les deux diamètres conjugués

égaux de cette ellipse, ou suivant les diagonales du rectangle circon-

scrit ayant les axes pour médianes.

Après avoir ainsi donné des théorèmes conduisant à éclairer, par des

images géométriques, cette matière nouvelle, l'auteur déduit, des trois

[*J On dirait sans donle plutôt « ortliostatiques » si l'on était dans le cas de consi-

dérer (vnjez plus loin) les lignes d'rgate pression, auxquelles le premier nom con-

viendrait mieux.

3i..
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équations Ifouvées entre les deux composantes noraiales et la compo-

sante tangentielle de pression sur les faces horizontales et verticales,

une équation aux dérivées partielles où se trouve uniquement engagée

une inconnue auxiiiaiie. Le jjroblème des poussées de l'état d'équi-

libre-liaiile sera résolu d'une manière générale, si l'on intègre celte

équation différcMitielle indéfinie ou applicable à tous les points du

massif siqiposé ébouleux dans toutes ses parties, en ayant égard aux

conditions dcjiiiies ou à son contour, savoir :

1° Que les pressions soient nulles sur la surface supérieure (car il ne

s'agit que des excès des pressions sur celle de l'atmosphère) ;

2° Que sur la face en contact avec un mur, et vu que celui-ci con-

stitue un système se mouvant tout d'une pièce en cas d'éboulement, la

pression forme partout, avec la normale à ce mur, un angle égal à

celui du frottement de la terre contre la maçonneiie.

Mais comme cette équation aux dérivées partielles du second ordre

est en même tenqis du second degré, on n'eu connaît pas d'intégrale

rigoureuse. Eu aficiulant qu'on apprenne tout au moins à y suppléer

par des méthodes crapproximation, M. Levy traite une suite de cas

particuliers où le iiinssi/ est limité à sa partie supérieure par un plan

d'une inclinaison quelc nque, et où il peut résoudre complètement

cette équation, ou plutôt directement et sans inconnue auxiliaire, les

trois autres équations dont elle est déduite.

Il conunence par considérer un massif ainsi terminé en haut et in-

dtjfiid dans les autres sens, mais en supposant abstractivement qu'il y

a comme ci-dessus, et en tous ses points, une face où la pression fait

l'angle constant cp avec sa normale, quoique cela ne soit possible, dans

un pareil massif sollicité seulement par son poids, que quand le plan

supérieur fait ce même angle ç avec l'horizon. Cette sorte d'hypothèse

provisoire revient à abstraire d'abord la deuxième des coTuiitions défi-

nies ou au contour, celle qui est relative à la face en contact avec

le mur, et à astreindre seulement les jiressions inconnues à rem()lir

la première de ces conditions, celle de leur nidlité sur la surface su-

périeure.

Il trouve que :

1° Les lignes isostaticpics,' et par suite les lignes de glissement de

chacun des deux s\stèmes, sont toutes droites et parallèles entre elles;



PURES ET APPLIQUÉES. a/jS

2° Les pressions s'cxerçant aux divers points, sur des faces de même
direction, sont proportionnelles aux distances de ces points au |)l;m

supérieur;

3" La verlitale et la coupe du talus supérieur du massif sont deux

diamètres conjugués de l'ellipse ci-dessus, dont les axes, ayant pour

rapport mutuel la tangente du demi-complément de l'angle du frot-

tement, ont leurs directions pandléles aux lignes isostatiques des deux

systèmes.

Il en résulte nu moyen géométrique de déterminer ces deux lignes,

et, par suite, les ligues de glissement qui, de part et d'autre de l'une

d'elles, font un angle égal à ce même demi-complément.

Mais ces lignes de glissement se déteruiiueut plus prom|}tement par

un calcul trigonométrique simple; car, en cherchant l'angle dont le

cositnis a pour grandeur le quotient du sinus de l'angle w du talus

supérieur avec l'horizon, par le sinus de l'angle 9 i]u frottement, et en

en retianchant l'excès 9 — w du second sur le premier, l'on oblient le

double de l'angle £ que font, avec la verticale, les lignes de glissement

de l'un des deux systèmes, celui qui coupe, sous le plus petit angle, la

ligne montante du talus sii|)érieur.

L'expression de cet angle e serait, ainsi, imagiriaire si l'on su|i.posail

l'inclinaison du talus supérieur sur l'horizon plus grande que l'angle

du frottement de terre contre terre. Cela est d'accord avec ce (pi'on

admet généralement, à savoir que les (erres ne se soutiennent que sous

luie inclinaison moindre, quand on néglige leur cohésion.

On déduit de là, aussi, des expressions des deux pressions princi-

pales, et, par suite, de toutes celles qui s'exercent sur les faces diver-

sement inclinées.

Maintenant, si un côté du massif indéfini, que M. Levy a considéré

ainsi abstractivement, est remplacé pai- un mur soutenant le reste, la

répartition des forces intérieiires, dans l'état considéré d'équilibre-

limite ou de commencement de glissement, se trouve par cela seul

changé en général; car la pression qui.s'exerce contre le mur a ime

direction tout à fait déterminée faisant, avec la normale à la face pres-

sée, un angle egnl à celui 9' du frottement de la terre contre la ma-

çonnerie.

Si la face du mur ainsi iiilerveiui possède tout juste la direction
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pour laquelle les deux composantes tangentielle et normale de pres-

sion, dans le massif indéfini d'abord supposé, ont pour rapport mutuel

la tangente de cet angle 9', rien ne sera changé dans les intensités ni

dans les directions des diverses forces en jeu; les lignes isostafiques

continueront de former deux systèmes de droites parallèles; il en sera

de même des lignes de glissement ou de tendance à rupture, et l'hy-

pothèse de Coulomb se trouvera alors justifiée.

Mais il en sera autrement si la direction de la face postérieure du mur
est diltérente de celle qui, pour un talus supérieur donné, remplit la

condition que l'on vient d'énoncer. Les forces auront d'autres directions

et intensités; les lignes de glissement, comme les lignes isostatiques,

seront courbes , bien que la surface supérieure du massif soit toujours

supposée être un plan horizontal ou incliné. A plus forte raison en

sera-l-il ainsi, lorsque cette surface sera, ou courbe, ou polyédrique.

Généralement il convient d'attribuer au frottement des terres contre

la maçonnerie le même coefficient qu'au frottement de terre contre

terre, car on peut toujours rendre la maçonnerie assez rugueuse pour

que le frottement qui s'y exerce atteigne cette grandeur, qu'on ne doit

jamais supposer être dépassée, puisqu'une couche de terre resterait

adhérente au mur; et c'est contre cette couche que s'exercerait le

frottement du reste du. massif.

Or, lorsqu'on fait égaux ces deux coefficients de frottement tang ç)

et tang 9' de terre contre terre et de terre contre le mur, il est clair

que celui-ci, pour reuiidir la condition énoncée de ne rien changer aux

forces en jeu dans le massif en cas d'éboulement, doit avoir sa face
postérieure dans la direction des lignes de glissement d'un des deux

systèmes, savoir : celui dont nous venons d'apprendre à calculer l'in-

clinaison £ sur la verticale.

On trouve immédiatement ainsi, si l'on adopte 45 degrés pour

l'angle du frottement, ou l'imité poiu- son coefficient : que la face du

mur doit faire avec la verticale un quart d'angle droit (s= 22° y) quand

le lerre-plein supérieur est horizontal; que quand celui-ci fait avec

l'horizon 3o degrés, le mur en doit faire i5 avec la verticale; enfin la

face du mur doit être verticale (s = o) quand le terre-plein est en talus

de terre coulante (w = 45°).

Alors (et quel que soit l'angle du frottement) M. Levy trouve par
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l'analyse, et vérifie par un raisonnement simple et ingénieux, que la

poussée sur l'unité superficielle d'un élément quelconque de la face

du mur est égale au poids d'un prisme de terre de même hase et d\me
hauteur égale à la profondeur de ce point, mesurée sur la mêmeface,
multiplié par le cosinus de la somme de l'angle s de cette face avec la

verticale et de iangle w du talus supérieur avec l'horizon.

On ne saurait désirer une expression plus simple de la poussée

oblique exercée en chaque point du mur; expression qu'il suffit de

multiplier successivement par le cosinus et par le sinus de l'angle y de

frottement j)our en avoir les composantes normale et tnngentielle à la

face du mur.

L'auteur compare ce résultat avec celui que donne la théorie de

Coulomb.

On sait que, lorsque les terres s'élèvent, comme nous le supposons

ici, en talus d une inclinaison donnée quelconque derrière un mur de

soutènement dont la face postérieure a une inclinaison aussi quel-

conque, et lorsqu'on tient compte du frottement sur celte face^ le

calcul fait par la théorie de Coulomb se jirésente avec une complica-

tion extrême. Un seul auteur, I\L Saint-Guilhelm, en a dégagé, par un

élégant artifice, l'expression de la poussée [*]. Or M. Levy démontre

que cette expression compliquée se réduit à la formule très-simple

ilont nous venons de parler lorsque les inclinaisons w et £ du talus su-

périeur et de la face du mm- ont entre elles la relation

, , sint.)
COS(2£ -h (Û — w) = -,

^ ' ' siny

que nous avons dit être nécessaire pour que les faces de glissement

soient planes.

On pouvait le présumer, car alors, mais seulement alors, l'hypothèse

de Coulomb est légitime et ses formules sont exactes. Dans tout autre

cas, sa théorie est réellement fautive. M. Levy le prouve d'une manière

directe en montrant que, dans un massif qui commence à glisser, les

[*] Journal de Matliématiques de M. Lioiiville, t. IX, 1844. Voyez, pour ceUe

expression, la Note Sur une détermination rationnelle
,
par nppro.rimation , de ta

poussée, etc., à la suite du présent Rapport.
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lignes de glissement ne peuvent être droites sans être en même temps

parallèles entre elles dans ciiaciin de leurs deux systèmes
;
que cela

ne saurait avoir lieu qu'autant que la surface supérieure du terrain est

plane, et que, s'il y a un mur, son inclinaison se trouve avoir, avec

celle de cette surface, la relation ci-dessus fixée ['].

Les formules de poussée que M. Levy a obtenues jusqu'à présent de

sa théorie, et qui s'appliquent à la série des cas indiqués, donnent

donc le même résultat que celles de la théorie de Coulomb appliquée

aux mêmes cas. ]\Liisil les obtient sons une forme excessivement simple,

à laquelle on n'aurait jamais soupçoiwié que celles-ci pussent se réduire,

ce qui déjà es! un grand avantage. En outre, la théorie de Coulomb

était impuissante à fournir les conditions de son exactitude, ou delà

légitimité de la supposition de séparation suivant des surfaces planes,

tandis que la théorie de M. Levy, exempte d'hypothèses de ce genre,

spécifie nettement les cas oÎj les formules tirées jusqu'ici de ses équa-

tions différentielles sont applicables exactement. Ces cas (en nombre
infini) sont ceux de la pratique ou en sont généralement assez rappro-

chés, car on donne ordinairement, aux faces postérieures des murs,

des inclinaisons sur la verticale comprises entre zéro et le demi-complé-

ment (soit 22°, 5) de l'angle du frottement des terres.

Et, dans des cas où le talus supérieur ne partirait pas du haut de

cette face du mur, ainsi que dans ceux où les inclinaisons w et i du

talus et de la face n'auraient pas entre elles la relation indiquée, il sera

le plus souvent possible de faire des comparaisons ou assimilations à

des cas où ces conditions sont remplies, de manière à tirer des formules

nouvelles des résultats approchés.

Il y a plus : l'étude du travail de ]\I. Levy nous a suggéré la re-

[*] Il prouve encore directement que si, dans un massif soutenu par un mur, on a

des plans pour les surfaces sur lesquelles le r.ipport des composantes tangentielles aux

composantes normales de pression est le plus grand possible, ces surfaces, sur lesquelles

le glissement s'opérera au premier instant d une rupture de l'équilibre, sont précisé-

ment celles qui détachent du massif les prismes exerçant sur le mur la poussée maxi-

mum ou la butée minimum, vu que la dérivée de cette force, par rapport à l'angle

d'inclinaison de la face du prisme, doit nécessairement être nulle; en sorte qu'une des

deux hypottièses de Coulomb, celle du maximum, est une conséquence mathématique

de l'autre.
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marque qu'on pourrait avec avanlage, comuie approximation, em-

ployer pour toutes les valeurs des deux angles en question (w et s) ses

formules de poussée, établies en remplissant seulement les conditions

définies relatives à la surface supérieure, formules qui ne sont, disons-

nous, tout à fait exactes, ou ne remplissent en même temps la condi-

tion relative à la face du mur, que pour une relation déterminée entre

ces deux mêmes angles d'inclinaison du terre-plein et du mur. En effet,

employer ainsi les formules dont nous parlons revient simpU-meul à

supposer que le coefficient du frottement de la terre contre le inur a

une valeur variable, mais restant toujours comprise en Ire zéro et su

valeur réelle. Or on sait, et il est du reste évident, que le frottement

contre la maçonnerie diminue la tendance au renversement, en sorte

que, si on lui suppose un coefficient plus faible que le coefficient ef-

fectif, le résuilat du calcul sera une |)onssée plus grande que la poussée

réelle, et, par suite, poiu* le nnn-, l'adoption de dimensions augmen-

tant la stabilité. Les formules de la théorie nouvelle, dans ce cas oii

elles ne sont qu approximatives, ofiriront donc, outre la simplicité, un

avantage de sécurilé que l'on n'est nullement cerl;»iu d'obtenir pai- la

théorie de Coulomb em[)loyée, dans les mêmes cas, aussi comme
extension et approximation [*].

La théorie nouvelle, au point oii elle a déjà été amenée, offre donc

des avantages pratiques réels, outre rétablissement de formules et de

théorèmes remarquables sur l'état particulier d'équilibre dont elle

s'occupe.

On a vu d'ailleurs que son auteur a posé le problème en équation

d'une manière générale; en sorte qu'on peut entrevoir jiour l'avenir

beaucoup d'autres résultats utiles.

Nous pensons donc qu'à tous égards le iMémoire de M. Levy est

digne de la haute approbation de rAcadémie, et nous en proposons

l'insertion au Recueil des Savants étrangers.

I-es conclusions de ce Rapport sont adoptées.

[*] Voyez encore la Note à la suite ilu Rapport.

Tome XV (2= série). — Août iR;o. -52
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Sur une détermination rationnelle, par approximation , de la

poussée (pi exercent des terres dépourvues de cohésion, contre

nu ntur ayant une inclinaison quelconque ;

Par m. de SAIAT-VEA AAT.

(Extrait dos Comptes i indus tit-s st^unces de l'Acadcnnc des Sciences j t. LXX, séance du lA février 1870.)

1 . Le Mémoire Sur une théorie rationnelle de l'équilibre des terres

sans consistance, que l'Académie vient d'approuver, et dont l'auteur

est M. l'ingénietw des Ponts et Chaussées Maurice Levy, donne, pour

cet équilibre su[)|)Osé près tie se rompre, des équations générales, et

des formules simples qui les résolvent exactement dans une série in-

déBnie de cas particuliers, où il y a une certaine relation entre l'in-

clinaison de la face postérieure du nuu- soutenant les terres, et Tincli-

naisou du plan que leur surface supérieure est supposée affecter à

partir du haut de cette même face du mur.

Je me propose principalement, dans la présente Note, de montrer,

plus explicitement qu'il n'a pu être fait à la fin du Rapport sur ce

Mémoire, que les formides simples tirées jusqu'à présent de sa nou-

velle théorie par l'auteur |)euvent être employées comme a|)pi'Oxima-

tion et avec sécurité dans tous les autres cas, c'est-à-dire lorsque la

relation en question n't st point satisfaite, et qu'ainsi la face du min-

et le talus d'en haut des terres sont des plans ayant des inclinaisons

quelconques.

2. La propriété qu'ont les liquides pesants en repos d'avoir leur

surface su|)érieure constamment jierpendiculaire à la direction de la

gravité suffit pour montrer que, dans l'état d'équilibre, leurs pressions,

même intérieures, sont partout normales aux faces pressées, et pour
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qn ou puisse évaluer exactement leurs intensités el leurs directions à

toutes les profondeurs.

Pour les masses inconsistantes dites demi-fluides , telles que la terre

sablonneuse, on n'a qu'inie notion bien moins com[)lele de ce qtii se

passe, car leiu" suiface supérieure peut se tenir sous mie inclinaison

susceptible de grandeurs diverses; on sait seulemeiu, et c'est là leur

propriété caractéristique, que cette inclinaison siu- l'hoiizon ne di passe

jamais un certain angle, qui, |)our ch;ic[ue espèce, est clil de terre

coulante, ou dejiottement de terre contre terre.

Or on peut tirer, de cela seul, des conditions pour cet élat iVéïjui-

libre-limite, on sur le point d'élre rompu, (ju'il faut toujours supposer

dans un système lorsqu'on veut, comme tlaus la (piestioii qui nous

occupe, établir les conditions fie sa stabilité et calculfi- sa résistanct".

.">. Soit en effet

9

l'angle en question, qui, ainsi, est l(- plus grand de ceux que la flirec-

tioQ d'une pression intérieure puisse faire avec la normale à la face à

travers laquelle elle agit; c'est-à-dire soit

tang?

le plus grand rapport de la composante tangentielle à la composante

normale de la pression exercée sur cette face.

Et soient encore, si NMQ et ABMN {Jig- i) re|)résenteut les coupes

transversales du massif considéré de terre sans coliésion et d'un mur

qiH le soutient, l'un et l'autre de fornie prismatique à arêtes horizon-

tales perpendiculaires au plan de coupe :

X Gl J les coordonnées Mf/, qm tracées dans ce plan vertical, iTiin

jde ses points, m;

Q l'angle que nous supposerons d'abord fait avec la verticale par la

coordonnées^;

N, , Nj les composantes nornudes , ou respectivement parallèles

aux X, aux j', des pressions ou poussées que sup|)ortent, jjar unité

superficielle, deux très-petites faces mm', mm" pnssant par ce point,

et perpendiculaires aux mêmes coordonnées;

il..
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T la composante tangentielle des deux mêmes pressions, peipendi-

culairetiient à l'intersection commune m des deux faces; composante

qui doit, comme on sait, être la même sur toutes deux pour satisfaire

à l'équilibre de rotation d'un élément rectangle dont la coupe est

m m' m" lu"
;

U le poids de l'unité de volume de la terre.

Fie. I.

L'on a, entre N,, No, T les trois équations

(•)

(2)

(3)

——h :7-= — n sui5,
rf.r dy

dl
dl

dN.

4r ;n.,

, = n cos 5

,

ar

«.j'î-iN, + N,)-sin^(p o,

dont les deux premières signifient simplement qu'il v a é(juilibre de

translation du même élément rectangle dans les sens jc et ) , et dont

la troisième, due à M. Uevy, exprime que, [)armi les petites faces obli-

ques qui ont pour intersection commune l'arête m de l'élément, il y
en a une ou deux où linciinaison de la pression sui' sa normale atteint

l'angle maximum ç : ce qui est la condition pour que le massif, ou

au moins la partie du massif où est le point m, soil près de s'ébouler,

ou se trouve dans l'état particulier d'équilibre que nous devons ici

supposer.
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ÎNous (lisons ou la partie du massij
, parce que rien ne nous dit en-

core qu'il n'y ait pas quelques autres parties qui, lors de la chute du

miM'. resteraient immobiles, et d'autres qui se mouvraient en bloc à l.i

manière des solides cohérents, ou sans les glissements relatifs mté-

rieurs qui constituent l'état ébouleux.

De plus si, mti étant une quelconque de ces petites (aces obliques

intérieures qui se coupent suivant l'arête m, l'on appelle, pour cette

face, et de même pour une petite portion mn de celle MN du mur :

£, l'angle qu'elle fait avec les y;

31,, 5 les composantes normale et tangeutielle de la piessiou sur

cette même petite face par unité supeilic ielle;

<p, l'angle aigu de cette pression avec la normale à la face;

<f'
l'angle du frottement qu'exerceront les terres siu' la maçonnerie

du mur en glissant sur elle s'il y a éboulement, ou l'uulinaison-limite,

siu' la normale au nun-, de la pression ou poussée de la terre contre

le mur;

Il résulte de l'équilibre de translation du tétraèdre élémentaire de

Cauchy, remplacé ici par un élément prismatique à base triangulaire

min'n, qu'on a

3Ti = COS 1i, — l SUl 2£, ,

N,
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Il faut donc, pour \e juste équilibre supposé, outre les équations (i),

2), (3), indéfinies ou applicables aux divers points m du massif,

qu'on ail l.i condition suivante définie ou particulière à quelques

points :

( 'il -p- = tang©', c'est-à-dire c;, = f'
à ceux qui touchent le mur;

et, encore, les deux qui suivent, si l'on suppose que la partie e'hou-

leuse, ou qui ne se meut qu'eu se désagrégeant, doive s'étendre jus-

qu'en haut :

(6)
Nj =^ o, . T ^ o [entraînant, vu (3), N, ^ ol

aux points de la surface supérieure MQ [*1.

La solution, si elle est possible, des équations (i), (2), (3) sous les

conditions (5) sur In partie MN du conlour et (6) sur la partie MQ,
fournira, après substitiuion dans les expressions (4), la solution com-

plète du problème de la poussée des terres contre le mur, dont on doit

déterminer les dimensions el le mode de fondation de manière à y
résister.

M. Levy, prenant les coordonnées x,j horizontale et verticale, ou

5 = 0, ramène les équations indéfinies (r), (2), (3), qu'il faut ré-

soudre, à une seule, en posant, au moyeu d'une inconnue auxiliaire tj>,

(7) N, = -^, N, = nr + -:r. ^= *
rij^ dx' dxdy

ce qui satisfait à (i") et à (2). et donne, par substitution dans (3), une

équation en <]( aux dérivées partielles du second ordre.

Comme cette équation est aussi du second degré, on ne peut e;iière

espérer en ti'ouver l'intégrale générale et exacte.

4. Mais elle s'intègre d'elle-même, ou plutôt on résout directement

et exactement les équations indéfinies (i), (u), (3) dont elle provient,

[*] On n'a pas besoin de tenir compte de la pression de l'atmo.sphère si N,, N,, ^X,

ne représentent que les excès, sur celle-ci, des pressions normales effectives.
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de manière à satisfaire aux conditions définies (5), et aussi (6), (mi

justifiant couipléteinent celles-ci, dans un cas fort étendu, où le massif

est terminé en haut par un plan passant par l'arête postérieure M
du mur.

FiG. 3.
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D'où Ion (lédiiil facilement, par les fornmies (4) de changement

<ie face pressée, en y faisant £, = — ^ et s, = — - + w, les pressions

qui suivent, relatives à 6 = o, on à des coordonnées horizontales et

verticales,

,10 N, = n 0'7-cos6j, ]V2 = np-!—^_!1IL^, T= — np<7-sin&).

5. Or ces expressions (10), établies par M. Levy de manière a sa-

tisfaire d'abord anx conditions (6) relatives à la surface supérieure,

résoudront évidemment le problème d'une manière complète si les

données w et e, sont telles que ces expressions satisfassent aussi à la

condition (5) relative à la face du mur [*], c'est-à-dire si les angles w
et £, ont entre eux la relation qui résulte de la substitution, dans

^ — tangç', des ex|)ressions 4^ de ^ô, g, où l'on aina mis celles (10)

pour N,, No, T. Celte relation est

' — — tangy,.
3fC

= '-/ et

en faisant
'^ =77^1^'"^^' ^ '^- ^M^"> " 2£.)],

prendre N', ^ KN', = Kn/> cosw, K étant un certain nombre fractionnaire indépen-

dant de w, et auquel le calcul des forces moléculaires attribue la valeur -j. Tout serait

détermine sans considérer spécialement letat d'équilibre près de se rompre. Mais, en

déduisant de là les pressions sur d'autres faces, on aperçoit facilement que cette assi-

milation à un corps unique, d'un amas de petits corps solides juxtajioses, conduirait

à des pressions négatives ou tractions et à d'autres consecpiences qui ne sauraient

convenir au massif incohérent ainsi composé.

[*] Nous ne parlons pas du cas d'un massif indéfini en deux sens, ou sans mur qui

le soutienne; car il n'est à l'état d'ecpiilibre-limite et les expressions ( 10) ne lui sont

applicables que si l'on a

M =
(f,

OU si la face supérieure a le talus de terre coulante. Pour toute valeur de w>ç,
l'équilibre ne saurait avoir lieu même (piaml il y a un mur, et IN', devient imaginaire.

El, pour toute valeur de w <; q; , If rapj)ort — n'atteint sa limite tanijif nulle part.
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Elle devient fort siiDpIe et d'un calcul facile lorsque l'on prend,

comme il convient toujours de le faire,

(12) ?'=<?;

car, alors, elle se réduit, comme l'a trouvé M. Levy, à

£1 — c ,

(i3) l , I \
s>°"

^ ' \z ctant tire de cos(2£ + œ — w) = -1

(
^ ' '' sintp

Dans ce cas fort étendu, ou cette suite de cas, où la surface supé-

rieure est plane et où la valeur de s, est celle que l'on tire en w de (i 1)

ou de (i3), l'on a des plans pour les surfaces de glissement des deux

systèmes, formés par la double suite des petites faces sur lesquelles la

pression fait, avec leur normale, l'angle y et l'angle —
(f\

surfaces

dont les premières sont parallèles au mur si y' = çi.

Aussi alors, mais seulement alors, la théorie de Coulomb, fondée

sur l'hypothèse de cette séparation des massifs par surfaces toujours

planes, donne des formules s'accordant avec la théorie nouvelle. Mais

celle-ci apprend qu'elles se simplifient considérablement; car en ap-

pelant en général :

S\. la poussée résultante = ^ :— par unité superficielle de
' cos<pi smç, ' '

l'élément du mur en m,

L la profondeur Mm = —r^ ; du point m, mesurée sur la face
COS((0 — £,)

^

même du mur,

M. Levy a reconnu analytiquement, et vérifié géométriquement,

qu'on a

(i4) A = m. cos(9 -^ s).

On doit remarquer aussi que toutes ces formules, établies pour une

étendue indéfinie des pians MQ de la terre et MN du mur, seraient

également applicables si le massif n'était qu'iui coin ou prisme trian-

gulaire contenu inférieuremcnt entre deux murs dont les faces, pour

lesquelles on suppose y' = ç», et se rencontrant siùvant leur arête d'en

bas, seraient dirigées suivant des plans de glissement appartenant à

chacun des deux systèmes dont on vient de parler. Les mêmes for-

Tome XV (2' série). — Aodt 1870. •JJ
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mules sont, par conséquent, applicables aussi pour un seul mur de

longueur finie MN, et pour un massif limité, pourvu que le plan su-

périeur de celui-ci, d'inclinaison constante «, s'étende assez loin pour

être rencontré par le plan de glissement du deuxième système partant

de l'arête inférieure N; et toute la terre au-dessous de ce plan, en res-

tant immobile, fera l'effet du deuxième mur.

6. Maintenant que fera-t-on, faute de pouvoir intégrer l'équation

différentielle en |, lorsque, le talus supérieur co étant donné, l'incli-

naison £,, aussi donnée, de la face du mur, ne sera pas égale à s tiré

de (i3), c'est-à-dire lorsque les angles w et c, n'auront pas entre eux

la relation nécessaire pour que les expressions (lo) satisfassent exacte-

ment à la condition qui fixe l'inclinaison de la pression du massif sur

ia face du mur dans l'état d'équilibre-limite?

Faudra-t-il, pour obtenir toujours une approximation, revenir à

la théorie de 1773, bien qu'on sache qu'alors les surfaces de glisse-

ment, ou de tendance à rupture, ne sont pas planes comme Coulomb

le supposait faute de mieux?

L'étude de la théorie nouvelle m'a convaincu qu'elle offrait poin-

cela un expédient plus facile et plus sûr.

Il consiste à se servir des expressions (10) de N,, No, T et de

celles (11) de X, 5 qu'on en déduit par substitution, comme si elles

étaient exactes quel que soit l'angle e, du mur qui soutient le massif.

Cela, en effet, revient simplement à supposer que l'angle du frotte-

ment sur la face du mur, au lieu d'être 9, est l'angle toujours mohidre

o, = arc tang-^ qui résulte de ces expressions (i i) de Jî,, S.

Or (ainsi qu'il a été observé au Rapport), le frottement des terres

contre les murs les rend plus stables et diminue leur chance d'être

renversés ou poussés en avant. Eu supposant ce frottement, non pas

nul, sans doute (comme font encore quelques ingénieurs par une

prudence exagérée), mais moindre qu'il n'est effectivement, cela

conduira simplement à adopter, pour les murs, des dimensions un

peu plus fortes qu'il n'est nécessaire. L'emploi que je propose ici des

valeurs (i i) de T et N, comme approximation dans les cas où la solu-

tion rif'oureuse ne peut être obtenue, est donc favorable à la stabilité

et à la sécurité.



PURES ET APPEIQUÉES, aSg

Rien ne prouve qu'il en soit de même des formules déduites de la

théorie de Coidondj : on n'a aucune raison de conjecturer qu'elles

donnent des résultats au-dessus plutôt qu'au-dessous de la réalité. Elles

sont moins sijres.

Or, M. Levy, à qui j'ai parlé de ce moyen de tirer de sa théorie un

parti plus étendu, a aussitôt cherché à simplifier et à rendre calcu-

lahles par logarithmes les expressions (i3) de T et N. Il y est heureu-

sement parvenu, et m'a communiqué les résultats suivants, non men-

tionnés à son Mémoire :

/ \
biiiw , , , ,

... . \sm [2a -h (i) ) = —— ( pour calculer un angle auxiliaire a ,
' sin<p ^

'

tang(9, -f-£, -)- a) =

(-5)

1

Tip siny

il~i)

tang(6i -f- g)

cosasin{2a+ 2£,)

cos(a + w)

(pour déterminer l'angle y,

3Î.=
tangip,

C'est de ces formules (où a représente l'angle fait avec l'horizon par

l'une des deux directions rectangulaires de pressions principales, nor-

males aux faces pressées), qui se réduisent à ce que donne (i4) quand

e, = B :=
j

a, que l'on pourra tirer la valeur [quand elle ne

sera pas exacte ou conforme à (i4)J au moins approximative des pous-

sées exercées sur un mur d'inclinaison quelconque s, avec la verticale,

par un massif de terre s'élevant derrière le haut du mur sous un

angle w fait avec l'horizon. Elles sont plus simples, en même temps

que plus sûres, disons-nous, que celles qui résultent de la théorie de

Coulomb
['J.

[*] Celle-ci fournit, par une analyse compliquée dont M. l'ingénieur en chef Saint-

Guilhelm est parvenu à dégager la valeur de la poussée résultante A,
<f'

étant l'angle

quelconque du frottement contre la maçonnerie :

ces' (m — e,) cos(ij)' -I- £|) r /sin('}i H- ç')sin(y — w)!'

h
<f'

-\- (t — w) L V '^°5(" "~ ^i) '^osIt'+^i.U

3T;,

:nL
cosip' sintp' "" cos'((p

et si l'on veut avoir la valeur de l'angle V déterminant l'inclinaison, sur la verticale,

33..
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7. On peut se demander, en partant des formules (lo) et (ii) re-

gardées comme donnant une première approximation, s'il y a possi-

bilité de s'élever analytiquement à une approximation plus grande.

de la ligne de rupture ou de glissement, ce qui est utile quand la forme du profil est

un peu différente de celle que la formule (i6) suppose, il faut la tirer de l'expression

suivante, où le radical est le même que dans celle-ci :

(17) C0t(V-4-if) = • ;^=;-
I-|-COt(ç'-f- «1)001(15) -t- w) y/

L'expression ( 16) donne, pour la composante normale ih qui tend au renversement,

des valeurs un peu plus faibles, et, pour la composante C qui tend à la stabilité, de»

valeurs sensiblement plus fortes que les formules (i5) de la théorie nouvelle, comme

on peut le voir par le tableau suivant, qui suppose 9'= o z= 45°.

Pour
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Égalons, pour cela, N,, N., T à leurs expressions (10) augmentées

respectivement de trois inconnues nouvelles, «,, «2, t supposées assez

petites pour qu'on puisse négliger leurs carrés et produits, et rempla-

çons-les, après substitution dans (i), (2), (3), par les trois dérivées

secondes

i^"" IF' ~ dvdy

multipliées par II, d'une inconnue auxiliaire unique <\''
.

I^es deux

premières équations seront satisfaites, et la troisième se changera en

une équation aux dérivées partielles du second ordre linéaire, dont

l'intégrale générale est facile à poser, soit sous forme finie, soit eu série

transcendante transformable en intégrale double prise de zéro à l'in-

fini comme dans la formule de Fourier. Mais les fonctions arbitraires,

ou les coefficients et paramètres, seraient à déterminer de manière à

satisfaire aux conditions définies (5) et (6) relatives aux deux parties,

de longueur infinie en un seul sens, MN, MQ du contour discontinu

du massif; ou bien (conformément à l'observation de la fin du n°l})

aux conditions (6) à la surface MQ réduite à une longueur limitée, et

à deux conditions telles que (5) relatives l'une au mur se terminant

en N, l'autre à un plan de terre NQ fermant le triangle de base du

massif ébouleux.

8. Une pareille détermination nous mènerait trop loin pour au-

jourd'hui, et parait d'ailleurs affectée de difficultés d'un genre nou-

veau.

Aussi, en me bornant à exprimer le vœu que quelqu'un l'entre-

prenne, ou fasse dans le même but quelque tentative meilleure, je

terminerai par une remarque propre à donner quelque idée d'ap-

proximation que les formules pratiques (i5), établies par M. Levy à

ma demande, sont susceptibles de donner.

(]uand £, atteint 20 degrés, cet angle <p, du frottement fictif de la terre contre la

maçonnerie, pour des talus m de o à 4o degrés, se rapproche tellement de l'angle du

frottement réel, supposé ici 45 degrés, qu'il est inutile alors de comparer les résultats

de la formule Coulomb et de la formule Levy pour achever de se convaincre que celle-ci

donne une suffisante approximation avec une sécurité plus grande.
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Imaginons que l'on construise deux surfaces ayant des abscisses

horizontales proportionnelles aux angles sj du talus supérieur des

terres et aux angles s d'inclinaison de la face du mur destiné à les

soutenir [ces abscisses étant portées sur deux axes rectangulaires

FiG. 3.

W-
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ou d'environ le quart de la hauteur, qui est celui que l'on donne le

plus ordinairement à la face postérieure des murs de soutènement

(généralement par gradins avec terre comblant leurs redans). Le peu

d'éloignement où sont les points de cette droite cde de ceux de la

courbe adb montre que les formules (i5) donneront habituellement

des résultats ot ou 5 suffisamment approchés des résidtats exacts.

Le plus grand écart, ou la plus grande différence, entre les ordon-

nées, soit X, soit 5, des deux surfaces, aura lieu pour les points qui

se projettent sur l'origine O, c'est-à-dire pour les valeurs

w = o, e, = o.

relatives à un terre-plein horizontal et à une face de mur verticale.

Or l'adoption, dans ce cas extrême, des formules (i5) revient à sup-

poser (comme l'a fait Prony, qui a considéré ce seul cas) que le mur
est lisse ou sans frottement. L'erreur est favorable à la stabilité. Elle

est d'ailleurs moimlre, quand e, n'est point nul, que celle de la for-

mule de Français, qui négligeait encore alors le frottement sur la face

du mur, tandis que nous attribuons à son coefficient la valeur que
fournit pour tangy, la deuxième expression (i5), valeur qui, comme
on voit par le tableau ci-dessus, se rapproche beaucoup de sa vraie

valeur, supposée := tang45°= i pour peu que s, s'élève à lo degrés,

et y est sensiblement égale de w = o à w = 4o° quand £, = i 5°.

Les formules (i 5) de poussée contre un mur soutenant une terre

en talus, plus faciles à calculer et surtout offrant une sécurité plus

grande que celles (i6) qui résultent de la théorie de Coulomb, me
paraissent donc mériter la préférence dans les cas où il n'y a pas,

entre les inclinaisons w et £, du terre-plein et du mur, la relation (i i)

ou (i3) qui rend tout à fait exacts les résultats fournis par les deux
théories alors concordantes.
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Note sur les quadricuspidales

;

Par m. de LA GOLRNERIE.

Le remarquable Mémoire que M. Laguerre a publié dans le Journal

de Mathématkjues, i" série, t. XV, p. 193, a rappelé mon attention sur

les quadricuspidales. Je connais relativement à ces surfaces plusieurs

propositions dont la théorie peut être facilement rattachée au mode

de génération que M. Laguerre fait connaître au n° 19 de son

travail.

1

.

Considérons sur une surface du second ordre S une courbe du

quatrième ordre (première espèce) K; à un point a de K passent

deux génératrices de S qui rencontrent de nouveau cette courbe,

l'une en /3, l'autre en y; lorsque le point a parcourt K, la droite /3y

engendre une quadricuspidale.

Chaque quadricuspidale ayant R pour ligne nodale peut être en-

gendrée de cette manière à l'aide de l'une quelconque de quatre sur-

faces S. Les surfaces du second ordre qui passent par une même
courbe du quatrième ordre forment donc, sous ce rapport, une in-

volution du quatrième ordre. Les surfaces doubles de cette involulion

appartiennent deux à deux à trois groupes, et par suite l'involution

est du genre de celles que j'ai étudiées dans l'introduction de mon
Mémoire sur les lignes spiriques [*]. De là découlent diverses propo-

sitions auxquelles je ne m'arrêterai pas.

2. On peut facilement étendre aux polygones gauches formés sur

[*] Journal de Mathématiques, 1869.
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une surface du second ordre par des génératrices rectilignes et

inscrits dans une courbe du quatrième ordre le beau théorème donné

par M. Poncelet sur les polygones inscrits dans une conique et

circonscrits à une autre. Il suffit de prendre sur un plan la pro-

jection de la surface et celle de la courbe, le centre de projection étant

placé au sommet tle l'un des quatre cônes du second ordre qui sont

circonscrits à cette ligne. En ne considérant que des quadrilatères, je

dirai : A un point a d'une courbe du quatrième ordre K tracée sur

une surface du second ordre S passent deux génératrices qui ren-

contrent de nouveau la courbe, l'une en |3, l'autre en 7; de ces der-

niers points partent deux autres génératrices qui se coupent eu un

point a'. Si ce point est sur la courbe K, il y restera quelle que

soit la position que le point a occupe sur elle. La quadricuspidale

lieu des droites j3'/ se réduit alors à une surface du quatrième ordre

dont j'ai fait connaître les principales propriétés, et que j'ai appelée

ciuadriciisindale-liinite [ * ]

.

Cette circonstance se présente pour toute surface donnée comme
double dans l'iuvolution du quatrième ordre dont j'ai parlé. Ainsi

par la coiube K passent six surfaces du second ordre, qui deux à deux

déterminent une même quadricuspidale-limite par le mode de géné-

ration que j'ai indiqué n" 1. On trouve de cette manière les trois

quadricuspidales-limites qui , comme je l'ai établi ailleurs, passent

par une courbe du ciualrième ordre.

Les deux couples de surfaces du second ordre qui déterminent deux

quadricuspidales-limites, passant par une même courbe du quatrième

ordre, forment un faisceau harmonique.

5. On peut étudier les quadricuspidales auxquelles donnent nais-

sance les courbes du quatrième ordre tracées sur une surface du se-

cond ordre et correspondant aux diverses valeurs d'un paramètre va-

riable. On trouve, par exemple, que six des lignes de courbure d'une

surface du second ordre sont circonscrites à des quadrilatères gauches

[*] Rechercher sur tes surfaces réglées tétraédrales symétri(jucs, piemici' Mémoire,

p. 61 el 1 14-

Tome X\ ( 2'' série).— Août 1S70. J'J
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formés par des segments de génératrices. Ces lignes sont réparties en

trois couples. Chaque axe de la surface forme une directrice recli-

ligne pour les deux quadricuspidales qui correspondent à un même
couple.

Je crois inutile d'entrer dans plus de détails sur ces questions.
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Intégration de l'équation différentielle qui peut donner une

deuxième approximation, dans le calcul rationnel de la poussée

exercée contre un mur par des terres dépourvues de cofiésion;

Par m. J. BOUSSINESQ.

[ Extrait des Comptes tendus des séances de l'académie des Sciences, t. LXX, séance du 4 avril 1850.)

Diiiis une Note des 7 et i4 février, mise à la suite du Rappoit ap-

probatif du remarquable Mémoire de M. Eevy sur une Théorie ration-

nelle de l'équilibre des terres, M. de Saint-Venant a proposé d'em-

ployer comme approximation, pour le cas où l'inclinaison e, du mur

de soutènement est quelconque, des formvdes que la nouvelle théorie

donne comme exactes dans le cas où cette inclinaison sur la verticale

a une valeur particulière appelée e; il y exprime aussi le vœii que

quelqu'un entreprenne de s'élever de là à une approximation plus

grande, en ajoutant, par exemple, aux valeurs approchées des incon-

nues N,, Nj, T du problème, trois inconnues auxiliaires très-petites,

qui auront leurs carrés et leurs produits négligeables quand e, diffé-

rera peu de s, et que les équations (i) et (2) de M. Levy, rapportées

à la Note citée, obligent de prendre respectivement de la forme

dy dx- dx dy

Je me propose de répondre à cet appel et d'intégrer le système sui-

vant d'équations :

( , „, . , ,./=,!,' d^-v\

^ ^ ' 'd''y d'-i/'\ _^^2 . d^'
i-^-cosao))!— --

j
- 1, sm2r^-^^ = o;

34..
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( (pour x^o et — 7=: jctangw),

(
-^ = °' ^^^ = °' ''

"^ ""''' "^ " °'

/(pour ^7 > o et .r = tang£,),

2 COSfw — £,) p . , . ^ \ • , M[sms, cos(y + £,) — (7-cos(oj — e,)sin(£, + 9— ojjj >-;
COSW COSEï

9 est un angle positif, inférieur à 90 degrés ou -; w un autre angle

compris entre — y et 9; a la racine positive, inférieure à l'unité, de

l'équation

W ~. = sf'
COS-())

cos"w

1. L'intégrale générale de [a) est de la forme

(e) f= f{x ~j tangs') + /,{x - _r tangî"),

oùy et y, sont deux fonctions arbitraires, et e', e" les deux racines de

l'équation en £ qui résulte de la substitution dans {a), à |', de l'ex-

pression /(j? —j^'tangs). Si l'on tire de cette équation (7-, puis le quotient

de I — 7^ par i 4- (7-, et qu'on l'égale au second membre de [d), il vient

(/) cos(2£ — 0;) y/cos^w — cos^ç = sin^(p H- sin u sin(2£ — w),

relation qui donne successivement, en l'élevant d'abord au carré et

résolvant par rapport à sin(2£ — w) :

ig)

sïncp sin(2£ — co) = — sincosinç ± cosy y/cos^w — cos'^y,

sinç;cos(2£ — 00) = ± sinucosy 4- sinçiy'cos^w — cos^ip;

{h) a-où COS(2£-«±ç) = ±^', sin(2£-.^±ç)=±-^^^55!!LZ^£?!?.

Les angles £', e", qu'on ne cherche qu'en vue de leurs tangentes,

peuvent être pris entre — 90 et 90 degrés. D'après cela, si nous appe-
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Ions |3 l'angle positif et inférieur à n ou i8o degrés qui a pour cosinus

le rapj)ort de siuw à sinip, et si nous observons que ip — co est > o

et < 2(p, les équations [h) donneront

[h l'is) a'=P- (l A
?

En faisant varier w et exprimant en fonction de w et (p les dérivées

correspondantes de a', e", on trouve aisément que s', e" décroissent

quand w grandit. Concevons menées, à partir de l'origine M, les trois

droites MQ, MN', MN", qui font respectivement, la première avec l'axe

des .r et les deux autres avec celui des j, les angles w, s', s.", et qui

ont pour équations, ainsi que leurs prolongements,

j- -I- x tangw = o, jc — ^tangs'=o, .r — j tange"^ o;

pendant que MQ tournera autour de l'origine, en faisant avec l'axe

des r un angle 90°-+- m croissant de 90''— y à 90"+ cp, la droite MN',

d'abord en coïncidence avec MQ, tournera en sens inverse, précédée

de l'autre droite MN", qui sera constamment inclinée sur elle d'un

angle complément de ip, et dont le prolongement finira par se confondre

avec MQ pour w ^ ç>.

2. Il suit de là que MQ est constamment dans l'angle formé par MN'

et par le prolongement de MN", et que les deux expressions x—^tange',

X —^tange" sont positives aux divers points de MQ et y varient de
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zéro à l'infini. Or, à cause de l'inégalité de tangE'et de fange", les re-

lations [b) obligent de poser séparément, en Ions ces points, y^"= o,

y^" = o. Par suite, les dérwées secondes de 'i^' sont nulles dans toute la

partie du massifcomprise entre MQ et MW.
5. Il reste à satisfaire à la condition (c). Si d'abord la face MN, du

mur (le soutènement se confond avec MN', ou que s, prenne la valeur

particulière e', appelée e par M. Levy, celte relation est vérifiée en y
faisant ^J>'=:o. Or je me suis proposé d'examiner les cas voisins de

celui-là, c'est-à-dire ceux où l'angle s, est égal à c' diminué d'une

petite quantité, Ç, positive ou négative.

Si d'abord 'Ç est < o, le miu- MN, sera dans l'angle QMN', et, les dé-

rivées secondes de •i^' étant nulles dans tout le massif, la relation [c)

ne pourra pas être vérifiée : le problème n admet pas alors de solution.

Si au contraire Ç est > o, ou si e, •< £, la dérivée^", sera encore

mille dans tout le massif; maisy*' pourra ne pas l'être dans l'angle N, MN'

compiis entre MN' et le mur; et, en déterminant sa valeur de manière

à vérifier l'équation (c), l'on voit d'abord que cette fonction y" sera

du premier degré par rapport à sa variable, parce que le second

membre de (c) est linéaire en j. Si on la désigne en conséquence par

A(j: —j tang£'), et si, après avoir remplacé, dans les crochets du se-

cond membre de (c), les produits de sinus ou cosinus par des sommes

d'autres sinus, on traite cette équation (c) comme j'ai traité l'équa-

tion (a), c'est-à-dire en y mettant cette valeur poury qui entre dans

les trois dérivées de ij-', puis tirant g- et en portant son expression

dans(f/), il viendra exactement

, ., . a sino cos's'cosfw — e,)

(/) • A = •-^--
;

—. >

cos^o -T- £i
— s') (cosM + ycos'u— cos'çj

avec

(./) ^'=/(^-,> 'a"g<M /"
(
o, pour .r — j- lang£'> o,

' A(a'— j'tangs'), pour x~ )• tangc'<o.
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Recherche d'une deuxième approximation dans le calcul ra-

tionnel de la poussée exercée, contre un mur dont laface pos-

térieure a une inclinaison quelconque
,
par des terres non

cohérentes dont la surface supérieure s'élève en un talus plan

quelconque a partir du haut de cetteface du mur;

Par m. de SAINT-VENANT.

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, tome LXX , séance du .\ avril 18^0. )

On trouve, au Compte rendu de ce iouv [*], un article deM. Boussinesq

contenant le résultat d'une intégration d'équation linéaire aux diffé-

rences partielles du second ordre, faite pour certaines conditions dé-

finies d'un genre nouveau, afin de répondre à un appel que j'ai cru

utile d'adresser aux lecteurs du même Recueil dans une Note du

7-14 février [**]. Mon but était, en provoquant ainsi leurs recherches,

d'étendre beaucoup l'application de la théorie rationnelle de l'équi-

[*] f^oir]a Note précédente.

[**] T. LXX, p. 229 et surtout 285.
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Jibre-limite ainsi que de la poussée des masses de terre, due à l'heu

reuse initiative de M. l'ingénieur Levy, qui, dans un Mémoire approuvé

par l'Académie [*], a donné pour le problème général de cet équi-

libre une équation aux différences partielles du second ordre non

linéaire, intégrable exactement dans les seuls cas d'un massif N|MQ
terminé en haut par un plan MQ dont l'inclinaison où sur l'horizon-

tale Mx ait une relation déterminée avec celle s,, sur la verticale M_y,

de la face MN, du mur ABMN, destiné à soutenir ce massif d'une

terre dont (p, plus grand que w, est l'angle de talus naturel ou de terre

coulante.

Je conseillais, pour les cas où cette relation [[b') ci-dessous] n'a pas

lieu, d'employer toujours, comme approximation, des formules four-

nies par la théorie nouvelle; mais de rechercher une approximation

plus grande au moyen de l'addition d'inconnues auxiliaires dont on

négligerait les termes du second degré; ce qui revient à substituer

dans l'équation de condition d'équilibre-limite de M. Levy [(3) du

7 février]

/iT=-+-(N2-N,)=- (N., -i-N,)'sin'9 = 0,

aux composantes normales N,, No et à la composante tangentielle T
de pression sur l'unité superficielle de faces intérieures perpendicu-

laires aux jc et aux j, les expressions

I N, =n(/J7'^COSw 4-^], N„ = n(/J
cos u rfx^

{a')i T = -n(/..= Mu.^gl

f -
• c

ou p = jrsuico — rcos'^, g = cos M /cos-'w

et à effacer les carrés et produits des trois dérivées secondes de l'in-

connue ^', ce qui fournit l'équation du second ordre linéaire {a) de

la Note de j\L Boussinesq; équation dont il vient de donner la solu-

tion de manière à remplir les conditions imposées, qui sont que ces

[*] T. LXX, p. 217, 7 février 1870.
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trois dérivées s'aiimilenl aux points de RÎQ et que, sur ceux de MN,,

ou ait — tangç; poui' le rapport de la composante taugentielle c à la

composante normale at de la pression sur cette face du nuu-.

Voici ce qui résulte de l'analyse du savant professeur, ainsi que de

la discussion aussi rigouieuse que délicate à laquelle il s'est livré et

qui permet de s'en lenir à l'intégrale sous forme finie sans recourir aux

formules transcendantes de fonctions discontinues :

1° L'on a 4''= o quand l'angle e, =j-MN, de la face MN, du mur

est justement égal à £ = jMN' supposé satisfaire à

/!., f \ sinw ,, , • / \ i/cos w — cos'o
(O ) C0S(2£ + O — M) = -^ > doù Sm(2£ + Ç — W=^^ : -,

ce quoii savait déjà, car les expressions [a') sans les termes en ij/' don-

nent, alors, d'après le Mémoire de M. Levy et la Note du 7-14 février,

la solution rigoureuse du problème. Ce sont elles, aussi, qui fournis-

sent ce que la même Note présente comme une première approximation

de la solution quand la condition £, = £ n'est [loiut remplie.

0.° Lorsque £, >> £, c'est-à-dire lorsque la face postérieure MN, du

mur tombe à droite de MN' ou est comprise dans l'angle QMN', le

problème de la détermination de ij;', dont dépend la seconde approxi-

mation cherchée, n'a pas de solution, en sorte que, quelque petit que

soit l'excès de £, sur £, les composantes de pression N,, N2, T ne sont

pas susceptibles d'être représentées par des expressions telles que (a') :

ce qui prouverait qu'alors le massif, quand l'équilibre serait dans le

cas de se rompre par un commencement de renversement du mur, ne

se désagrégerait pas à la fois dans toutes ses parties, ou que quelque

portion vers le haut se mouvrait d'abord en bloc. Alors on est obligé

de s'en tenir aux expressions [a') sans les termes en i];', c'est-à-dire à la

première approximation [voirie Note du i4 février).

3° Lorsque £, •< £, c'est-à-dire que, comme sur la figure, la face MN,
du mur fait avec la verticale Mr un angle moindre que celui £= rNM'
que détermine la relation {b') entre £ et m, l'intégration donne

[C) f -=/(j:-jtang£) +/,[a:-jtang(^y + '"'ï)]'

J etj, étant deux fonctions dont la seconde, y,, a sa dérivée secondey",

Tome XV (2- série;. — Septembre 1870. J -*
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nulle pour tous les points du massif, en sorte que, quelque valeur que

du reste ou lui attribue, elle ne donne rien dans les trois dérivées se-

condes de (]>' figutaut aux expressions [a') des inconnues; et dont la

première, yi est telle, qu'on ait pour sa dérivée du second ordre

o pour X — ^tangs^o, c'est-à-dire pour les points

situés dans l'angle N'MQ;

("') J"^^ {A(x— ^"tangs) pour JC—^tang£<|o, c'est-à-dire pour les points

situés dans le petit angle

N'MN,;

où A est tléteriniué par l'expression

, ,, . 2 sino cos^i cosiw — s,) sino cos'scos(w— £,) f,-,

^ ' ' COS(y— £-t-£,)(cOSW-+-V'cOS'w— COS'^) COStp COS(^ — S -I- c,
) ^

[*] M. Boussinesq est arrivé aux expressions {(>'), ou (/() de sa Note, en tirant o-'

de l'équation

C0S2Î — sin'if = (7=[cos2(£ — m) + sin'«p]

qui vient delà substitution de/(jr —y tangs) à >^' dans l'équation différentielle indé-

finie ((7), et en en déduisant le rapport ciu'il faut égaler à i cos^w — cos-o;

ce qui donne d'aliord cos(2s — w), d'où sin(2£ — w), et, par suite, cos(2e -4- ^ — w).

C'est par un artifice semblable qu'on évite d'interminables calculs, lorsqu'on traite

l'équation de condition définie (c) de sa Note, relative aux points du mur. En substi-

tuant, aux trois dérivées secondes de i|/', respectivement/", tang-e/", — tangs/",

avec

^/, . / < . stnfe — £,)/'= Ai- —^ tangs =— A j,
^ cosscoss,

on a (l'abord

cos((9 — £ -+- £|)cosw sin^(£ — £.) = sinô cos(f -(-s,) — ';'cos(» — e,) sin (ç
— u -f-«,),

C0S'£COS(w — £|J

,. ,, • • — '' I / . . . ,„
d ou 1 on tire, pour = vcos'm — cos'œ, une expression qui se simplifie

I + a' COSW 1 1 j i

en remplaçant le cosinus et le sinus de 2£| -t-cp — w par ceux de la différence de

2 3 -H if
— w et î — s,; car ceux de 2£ -|-

.j)
— w sont connus par [b'). D'où l'on dé-
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Et, aux points du massif de terre qui occupe cette petite partie

N'MN,, l'on a

!N, = n [yy(7^ coso) — \[j- taiigs — .r) tangue]

,

T ;= — n [p'j's'tnrji -+- A(^ tang£ — x) tangs];

c'esi!-à-dire les niènjes expressions de N,, Nj, T dont nous venons de

parler, pour même distance normale p k \a. ligne de talus supériein-,

moins trois quantités proporlionnelles aux distances horizontales

j"tang£ — jc (le ces mêmes points à la ligne MN', dont l'angle avec la

verticale est £ déterminé par [b').

On a les composantes N,, N2, T relatives anx points de la face MN,
du nun-, en y faisant jr=^ tang£,, d'où, en appelant

(g') L =^
la profondeur MN,, mesurée sur le mur, à laquelle est placé un

point N, de sa face, ce qui donne

l . Lsinf £ — s,)

\ y tang£ — a? = ^^ -,

/^')
' -^ ^ COSd

'

' p = jc- siuij 4-^ cosw = Lcos(w — £,),

diiit, sans avoir besoin de négliger aucun terme de l'ordre de e — £, ou de son carré,

l'expression [c') de la constante A.

C'est encore en dégageant le rapport de i — a' à 1 + a' et en faisant des réductions,

à un seul terme, de sommes et de différences de sinus, que l'on démontre simplement

les mêmes relations [b') envisagées comme condition que le rapport de — E à £iï> soit

tangtp, ou que MN' soit une /ace de glissement; et, aussi, qu'on ai rive facilement à

prouver que la pression résultante A. sur cette face est exprimée par Upij; et puis

que (7= — -, ce qui fournit l'expression (li) Si = nLcos(» + e) de la Note
cos(m — s)

du 7 février, obtenue d'abord par M. Levy, à la suite d'une longue analyse.

Les calculs seraient encore plus simples, en prenant, comme on fait d'abord à la

Note du 7 février, des coordonnées x' ,
y' respectivement parallèles et perpendiculaires

au talus supérieur MQ.

35..
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loi) obtient

N, 4-N, nLF j +r J + (7' , , A sin(s — E,) 1

COSfw — £, ) : h
|_ cosw ^ ' cos-'s J

, ... ) Nj — N, nLfi — (7'cos2m , , Asinfe — s,) H
U) \

= — cos(o) — 6,) ^, icosae »
^ '

J
2 2 L cosw ^ ' cos's Jcos's

Asinfs — î|) ._, nLr<r-sin26) , , Asinfs — i,) . ~\

T = cos(«— £, H —

;

sm2£ •

2 L cosm ^ ' coss J

Substituant dans les formules de changement de plan de pression

[(4) du 7 février]

N;-t-N, N, -N, _ .

3t, = COS 2 £
1
— 1 sm 2 £

1 ,

2 2

N: — N, .

fa = sin 2 C| + 1 COS 2 £,

,

on a, pour la composante normale et pour la composante tangenlielle,

que nous appellerons respectivement X" et G", de la poussée exercée

au point N, sur l'unité superficielle de la face MN, du mur, en met-

tant pour A sa valeur (e') :

(/)

„ nL
(
COs(u — £,) r • o

,
o a, M

3t. = { 2Sm-£, 4- 27-COs'('/) — £,)1

. sinij.cos(w — s,) . ,j

COSÇCOS((j) S-t-S|) ^ ')

C' = •, [sm2£, 4- (7-sni2f« — £,)j2 \ COSW

, sinœcosfw — e,)cos(e — s,) . ,, ,) r.i
4<> ^

;
^

c ^Sin-(£— £,)> .

cos<))Cos(!p — £ + e,)
^ W L J

[*] Par un calcul encore fondé sur

- = V cos^w — cos'o) =: tancw tanai'2£ -f- ç — w)
1 -I- (7' cosw

et sur

on peut vérifier que le rapport de ces deux expressions [j') de G" et X" se réduit



PURES ET APPLIQUÉES. 277

Si l'on ne conserve que les premières parties de (/) entre accolades,

on a les expressions (11) de la Note du 7-14 février, avec s, non égal

à £, c'est-à-dire les formules île première approorimation, dont les va-

leurs se calculent ])liis facilement et par logarithmes au moyen de

celles (i5) que M. Levy a ultérieurement établies, et qui ont fourni

les chiffres du tableau que cette même Note contient.

Les secondes parties entre accolades donnent respectivement ce

qu'il faut retrancher de la composante normale et ajouter à la valeur

absolue de la composante tangentielle pour avoir la deuxième ap-

proximation.

On voit que cette diminution à 3t. et cette augmentation à — e sont

respectivement de l'ordre du cube et de l'ordre du carré du sinus de

l'angle e - s, =N'MN,.
Ce sont des corrections négligeables si cet angle est très-petit, et

même (connue je m'en suis assuré), s'il va jusqu'à 7 degrés pour G,

et jusqu'à 12 degrés pour 31, dans rhyj)olhèse (p = /|5 degrés. Les

deux surfaces courbes considérées au n" 9 de la même Note, dont

les ordonnées respectives sont les poussées réelles et les poussées de

première approximation, doivent, ains^ se toucher et non se couper

suivant la courbe dont la projection sur le plan des abscisses w et £,

est la courbe plane adb de la figure qu'on y a tracée.

Comme les suppressions de carrés et de produits des dérivées de 4'',

qui ont rendu linéaire l'équation différentielle indéfinie

""
) -(,-,. COS.», (^^_^) 2 •

fi'}'
i<j suiaw

(l.r dy

de la Note de M. Boussinesq, sont fondées sur la supposition que e,

diffère fort peu de £ tiré de (i3) ou de

(è') C0S(2£ + y — w) = siny

sinu

il est entendu que les formules (/) ne sont point applicables lorsque

la différence entre ces deux angles est grande, lorsque, par exemple,

elle s'élève à 10 degrés pour la première et à r5 degrés pour la se-
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concle, surtout quand oj est peu considérable : rien ne dit alors qu'elles

donnent des valeurs plus approchées des composantes ^ et e de la

poussée que celles de première approximation, ou qu'elles soient

plus exactes avec les seconds termes entre accolades qu'en se tenant

aux premiers seuls.

Par exemple, dans le cas le plus examiné par Coulomb et par

Pronv, où le terre-plein est horizontal, c'est-à-dire où

,, ,
COSo [tz a

w = o, d ou G — 1— = tang 7 — -

/,,, I
7: ç „ I H- sin? . , I

— sînç
(A') / £ = y — !-, COS-£ = -1 SUl-£ = ?
^ ' \ 4 2 2 2

I — sinij. sinE i

-(- siny cos(tp — s) i-t-asino

et OÙ, en même temps, la face du nuir est verticale, en sorte que

(/') £. = 0, \.^p^-j, £_£, =^-|:

les formules de première approximation du 7 février ou celles [/'),

{j'), réduites aux premiers termes entre crochets ou accolades,

donnent

jl = N, = n r ^^ = n y tang- [7 — -)>

N2 = Uj; T = G = o
;

et les formules complètes (/'), (/) donneraient

77 9 \ / sino
^L = N, = Uj tang= (--il ^::i^_ = nj-—^1^

(n') { N2 = n >• I -.— = n r —^ r^'
"• '1 ' ' \ i-f-2 5in(j(/ -^ i + 2Siny

sino / 77 91 „ I — sin o
n } — tang - — -1 = — n )

'- lango.
I -f- 2 sino \4 2/ I -t- 2 sino ^ '
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Le rapport de — îs à OL est tangip, comme cela doit être d'après la

condition à remplir sur la face du mur.

Malgré la différence assez grande

£ — £, ~ 7 — - =: 32°-42 2

si
(f

est {{^ degrés, et = 27 degrés si ip est 36 degrés, il est possible

que les formules («') donnent encore des valeurs plus approchées des

vraies poussées 0%, G que les formules {m'). Mais elles procurent

moins de sûreté, puisque d'après ce qu'on a dit à la Note du 14 février,

l'on donne au mur des dimensions plus fortes quand on compte sur

une pou.ssée normale 3b plus considérable, et sur lui frottement o

plus faible. Même, ce n'est pas la moindre utdilé des considérations

et des calculs ci-dessus, de prouver analytiquement ce que la Noie du

7-14 février [*] montrait par un raisonnement ne portant guère que
siu' 5, à savoir que les expressions des composantes X, C de première

approximation ne font erreur (quand elles ne sont pas tout à fait

exactes) que dans un sens favorable à la stabilité de la construction à

élever.

['] Je reçois aujourd'hui l'envoi d'un Mémoire On thc StabiUty of toose Eartli,

In par M. Macquorn Rankine à la Société royale en juin i856 (imprimé aux Phitoso-

phical Transactions), et <lont je n'avais aucune connaissance non plus ((ue M. Levv.

L'illustre professeur de Glascow était arrivé en grande partie aux nicnics résultats que

l'ingénieur français, ainsi qu'à quelques autres, d'une forme remarquable; et il pro-

|)osait d'autres vues analytiques, d'un ordre transcendant, pour des recherches ulté-

rieures plus avancées. Quant aux applications à l'évaluation de la poussée contre un

mur, il donne, lorsque sa face est verticale, une solution revenant à ce que les for-

mule de la Note du 7 février fournissent en supposant que l'angle du frottement de la

terre contre la maçonnerie est égal à l'angle w du talus supérieur du massif; et il

conseille, quand la face du mur est inclinée, de joindre fictivement au mur, comme
s'il y était invariablement uni, un prisme ou coin de terre terminé postérieurement

par une face verticale. Cela peut suffire ordinairement pour la pratique; mais je crois

que la solution générale que nous avons appelée de première approximation, appliquée

à £, quelconque et tel qu'il est (et qui coïncide avec celle de M. Rankine si £, = o\ doit

donner un résultat plus près de l'exactitude, qu'elle atteint, avons-nous dit, toutes

les (ois que i, a la valeur appelée s, corrcspondanle à celle w de l'angle du talus.

M. Rankine a reproduit sa théorie dans son savant et utile A Maniinl of appUed

Mechanics, publié à Londres en ib6i.



28o JOURNAI. DE MATHÉMATIQUES

Je pense donc, soit qu'on ait peu ou beaucoup pour la différence

ê — e, ou pour l'excès, sur l'inclinaison du mur, de celle qu'il devrait

avoir pour rendre exactes les formules de première approximation,

que ce qu'il y aura généralement de mieux à faire sera de s'en tenir à

celles-ci, qui, au reste, comme on a dit, seraient toujours et tout à fait

exactes si l'angle du frottement des terres contre le mur avait, au lieu

de la valeur 9, les valeurs (p, moindres; valeurs qu'on a spécifiées

pour quelques cas (dans la supposition y = 45 degrés) au tableau de

chiffres du i/J février déjà cité.

—i



PURES ET APPLIQUÉES. 28

1

\««^«%^^>««^^^V\«V\\»\\\t\V\t k\\V«\k\«V^XV\%V\%VtW\\V\«««««»\V«\«l«VtV^\«WVt\«%V««%*(«>^X^VW\\\W\t\%V>«V«\V' \\%%\«\\\x%

Mémoire sur le déplacement clés figures;

Par m. Charles BRISSE,
Ancien Klève de TÉcole Polytechnique.

Tous les f^éonièlres connaissent le beau Mémoire publié en i843

par M. Chasies sur le déplacement des figures [*], Mémoire qui avait

été précédé d'une Note insérée en i83i au Bulletin de Férussac [**].

Je me propose de démontrer les théorèmes contenus dans cette Note

et dans ce Mémoire, en commençant ])ar les établir pour un déplace-

ment fini [***].

PROPRIÉTlis RELATIVES AU MOUVEMENT HÉLICOÏDAL.

I.es mouvements que l'on conçoit le plus facilement sont les mou-
vements de translation et de rotalion. Il est donc naturel de chercher

si l'on ne pourrait pas amener un corps d'une première position à laie

seconde, à laquelle il est parvenu d'une manière quelconque, à l'aide

de l'un de ces mouvements.

1. Quand le déplacement est celui d'une figure plane dans sou

plan, la question revient à amener une droite de la figure de son

ancienne position AB à sa nouvelle A'B'. Or on reconnaît immédia-

tement qu'il est eu général impossible d'y parvenir par une translation.

Si l'on y parvient par une rotation, c'est que les extrémités de la

[*] Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l. XVI : Propriétés géo-

métriques relatives au mouvement inliniment petit d'un corps solide libre dans l'espace.

[**] Bulletin de Férussac, t. XIV : Note sur les propriétés générales du système

de deux corps semblables entre eux, et placés d'une manière ([uclconque dans l'espace
;

et sur le déplacement fini, ou infiniment petit, d'un corps solide libre.

[***] Tous les passages guilleiiielés sont empruntés à M. Chasies.

Tome XV (2^ série), — Septesidre iS;o. -it)
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clroile auront décrit des arcs de cercle concentriques ayant respecti-

vement AA' et BB' pour cordes. Le centre inconnu O ne pourra donc

se trouver qu'à la rencontre des perpendiculaires élevées à ces droites

en leiu-s milieux. Or, de l'égalité des triangles OAB, OA'B' on conclut

l'égalité des angles AOA', BOB' et par suite l'existence de la solution.

Si les tlenx perpendiculaires étaient parallèles, AA' et BB' le seraient

également, et il suffirait d'une translation suivant leur direction pour
amener AB en A'B'. En employant lui langage connu, et en disant

qu'tju fait tourner AB autour du point situé à l'infini dans la direction

des deux per[)endiculaires, ou peut énoncer le théorème général

suivant :

« Quelle que ioit la position respective des deux Jigiires, il existe

toujours un point quij étant considéré conune appartenant à la première

figure, est lui-même son homologue dans la seconde; de sorte qu'il suffît

de faire tourner la première figure autour de ce point pour la jaire

coïncider dans toutes ses parties avec la seconde [*].

u Nous appellerons indifféremment point central, ou centre de ro-

tation, ce point dans lequel coïncident deux points homologues des

deux figures, et autour duquel on peut faire tourner une des figures

pour la faire coïncider avec l'autre. »

« Quand le déplacement de la figure est infiniment petit, on en con-

clut que les normales aux trajectoires des différents points d'unefigure
en mouvement passent toutes, à un instant du mouvement, par un
même point. Et de là résulte une méthode fort simple de déterminer

les normales et les tangentes des courbes décrites dans le mouvement
d'une figure de forme invariable [**]. »

[*] Cet énoncé est emprunté au Mémoire publié en 1860 par M. Chasies clans les

Comptes rendus. Le théorème avait été donné, dans le Bulletin de Férussac, sous la

forme suivante :

1 Quand deux polygones égaux sont placés d'une manière quelconque dans un plan,

il existe toujours un point du plan qui est également distant de deux sommets homo-
logues quelconques des deux polygones; ce point est seniblublement placé par rapport

aux dcu.r polygones. »

[**] Cette méthode a été indiquée pour la première fois j)ar M. Chasles à propos de

la courbe à longue inflexion décrite par un point du parallélogramuie articulé deAV.itt

[Histoire des Machines à vapeur, par IIachktte, p. 85j.
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2. Quand le déplacement est celui d'un corps dans l'espace, la

question revient à amener un triangle scalène, formé par trois points

du corps, de son ancienne position ABC à sa nouvelle A'B'C. Or on

reconnaît immédiatement qu'il est en général impossible d'y parvenir

par une translation.

Si l'on y parvenait par une rotation, c'est que les sommets du triangle

auraient décrit des arcs de cercle ayant respectivement AA', BB' et CC
pour cordes; ces trois droites seraient donc parallèles h un même plan,

ce qui n'a pas lieu en général.

La translation ou la rotation seules ne suffisant pas, il y a lieu d'es-

sayer la coinbniaison des deux mouvements qui nous est le plus fatiii-

lière, c'est-à-dire le mouvement héliçoidnl. AA', BB', CC s( raient alors

les cordes d'arcs d'hélices de même pas décrites autour d'iui axe com-

mun par les sommets du triangle. Cet axe serait donc tel que AA',

BB', ce auraient sur lui des projections égales; d'où il résulle qu'en

menant par un point quelconque de l'espace des droites égales et pa-

rallèles à AA', BB', ce, leurs extrémités détermineront un plan qui

sera perpendiculaire à la direction de l'axe cherché. Les droites .AA'

et BB' ayant sur cet axe des projections égales, il en sera de même
pour les droites AB et A'B'; AB et A'B' auront donc aussi des projec-

tions égales sur un plan perpendii'ulaire à l'axe, et les projections abc,

a'h'c' des deux triangles ABC, A'B'C sur un pareil plan seront super-

posables. Un déplacement du triangle ABC, parallèlement à l'axe,

d'une quantité égale à la projection de AA', n'altérant pas la projec-

tion abc, il suffira de chercher le point central des figures abc et a' h'
c'

pour avoir un point de l'axe autour duquel s'effectuera la rotation

qui achève de faire coïncider les doux corps. Il en résulle les théo-

rèmes suivants :

« L'on peut toujours transporter un corps soliile libre d'une position

dans une autre position quelconque déterminée , par le inouveiuent

continu d'une vis à laquelle ce corps seraitJixé invariablement. »

« Quand on a dans l'espace un corps solide libre, si on lui fait

éprouver un déplacement fini quelconque , il existera toujours dans ce

corps une certaine droite indéfinie, qui, après le déplacement, se re-

trouvera au même lieu qu auparavant. »

« Quand on a dans l'espace deux corps patjai:ement égaux, et

36..



284 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

placés d'une manière quelconque , liin par rapport à L'autre, il existe

toujours dans l'espace une certaine droite indéfinie, qui, considérée

comme appartenant au premier corps, est elle-même son homologue

dans le second. »

« Quand on imprime à un corps solide libre un mouvement quel-

conque infiniment petit, il existe toujours dans ce corps une certaine

droite qui glisse sur elle-même pendant que le corps tourne autour

de cette droite; de sorte que le mouvement du corps n'est autre que

celui d'une vis dans son écrou. »

« Tout mouvement injiniment petit d'un corps solide, retenu par

un point Jixe, n'est autre qu'un mouvement de rotation autour d'un

axeJiJce, mené par ce point. »

3. Nous avons vu que les normales aux trajectoires des différents

points d'une figure plane mobile dans son jilan passaient toutes à

chaque instant par un même point. Existe-t-il une propriété analogue

pour le déplacement d'une figure plane dans l'espace?

Prenons pour plan horizontal de projection un plan mené par l'axe

du déplacement perpendiculairement au plan donné; soit {^g. i)

mO la trace horizontale de ce plan. Le plan mené par O perpendicu-

lairement à l'axe du déplacement sera le pian vertical, et la droite OF
normale à la ligne de terre la trace verticale du plan donné; soient

m, m' les projections d'un point quelconque M du plan. La tangente

à l'hélice décrite par le point M, quand le plan passe d'une position à
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une autre, est située dans le plan tangent au cylindre qui passe par M
;

elle se projette donc verticaiement suivant la perpendiculaire in'T

à Om', et sa trace verticale est en un certain point T qui dépend de la

grandeur du déplacement. Le plan normal à la tangente en M a pour

trace verticale une parallèle FN à Om', qui coupe m'T en un point N
situé par rapport à in' du côté opposé à T et tel que

/ra'N .m'T = m ij.
;

en outre, F est un point de la trace du plan normal sur le |)lan donné.

Menons à m'T la parallèle Fcp ; les triangles OFy, Oni'iJ. sont sem-

blables et donnent

F<2 ou m'N = OF ;?''.•
' Oui

On a d'ailleurs, en désignant par h le pas des hélices décrites et en

remarquant que m'T est la sous-tangente en M,

m"t iTt.O'ii'

ou
,„ 277. Om'm T = ;— ma.

Ces valeurs de m'N et de m'T portées dans la première équation la

réduisent à

0F= -~~--miJ.;

mais, en désignant par 6 l'angle du plan donné avec l'axe du déj)la-

cement, on voit sur l'épure que

—^ = taneô,
m

Y-

°

ce qui donne Bnalement

OF = /;^.
2r

D'où Ion conclut les théorèmes suivants :
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« Un plan étant considéré comme Jaisant partie du corps, les plans

norniaux aux trajectoires de ses points passeront tous par un même

point du plan. J'appellerai ce point leyo>"^r du plan. »

« Quand plusieurs plans sont parallèles entre eux, leursfojers sont

sur une droite qui est toujours parallèle à un même axe, quelle que soit

la direction commune des plans.

» Cette droite jouit de la propriété que les trajectoires de ses poinis

sont toutes / arallèles entre elles, » puisque, « dans le déplacement du

corps , la droite ria quun mouvement de translation parallèlement à

elle-mêiie. »

I^a projection verticale de la tangente à l'hélice décrite par le point F

est parallèle à la ligne de terre; d'aillems, en appliquant la formule

tanga = --

qui donne l'angle a d'une hélice avec les génératrices du cylindre de

ravon R sur lequel elle est tracée, on trouve

9, 77.0F
t;,nga = —jr—

'

et, en remplaçant OF par sa valeur,

tanga = cotS.

Pour tout point du plan qui n'est pas sur OF, la projection verticale

de la tangente n'est pas parallèle à la ligne de terre. Pour tout point

de OF qui n'est pas F, la relation

taiigîz = cot5

n'est pas sa'isfaite. Par conséquent :

« Ce qui distingue lejoyer d'un plan de tous ses autres points, c'est

que sa trajectoire est perpendiculaire au plan, ce qui n'a lieu pour

aucun autre de ses points. »

Cette propriété, jointe à celle qu'a le plan normal à la trajectoire
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d'un point d'un [)lan de passer |)ar le foyer de ce plan, conduit à la

proposition snivante :

« Quand plusieurs plans passent par un même point, leurs Joj ers

sont tous sur un même plan, qui a sonfoyer en ce point. »

ï. Clierchons maintenant si, parmi les points du plan, il n'y on au-

rait pas dont les trajectoires soient tangentes an plan lui-même. Lis

traces verticales des tangentes aux hélices décrites par ces points seront

FlG. 2.

1^: /

v'i/

^

sur la trace verticale du plan, de sorte que les triangles OTw', /«'Oa

[,fig. 2) seront semblables; on aura donc

Ont' _ rii'n

w7t ~ TTÎT"

Remplaçons O^;. et m'T par leurs valeurs

Il vienUra

O ij. = m |x ta ng 5 , /«'T = — -— m >j.
,

ni'a = Il —^,
' 2TZ

quantité constante. Par conséquent :

« Pans le plan, il existe une infinité de points dont les trajectoires

seront comprises dans le plan même; tous ces points sont sitne's en
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ligne droite. J'appellerai cette droite la caractéristiijue du plan; je

dirai plus loin la raison de cette dénomination. »

Un point de la caractéristique d'un plan étant connu, la caracté-

ristique s'obtient en menant par ce point un plan perpendiculaire au

plan donné et parallèle à l'axe du déplacement.

Il résulte de là qu'un plan, mené par la tangente à la trajectoire

d'un point et par la plus courte distance de cette tangente à l'axe du

déplacement, a cette tangente pour caractéristique. D'aillours, la ca-

ractéristique est tangente à la trajectoire du pied de la perpendiculaire

aliaissée du foyer sur elle, puisque cette perpendiculaire est normale

à l'hélice décrite. Ou peut donc énoncer le théorème suivant :

« La tangente à la trajectoire d'un point jouit de la propiiété d'êtie

la caractéristique d'un plan; et réciproquement , In caractéristique

d'un plan est toujours tangente à la trajectoire d'un de ses points. »

o. Considérons une droite fixe D et un plan variable P mené par

cette droite. Le foyer du plan P sera dans le plan normal à la trajec-

toire d'un des points p de la droite, il sera également dans le plan

normal à la tnijectoire d'un autre point p', et par suite il décrira l'in-

tersection A de ces deux plans.

Soient P et P' deux plans menés par D, tt et îïï' leurs foyers ou

joints de rencontre avec A. P est normal à la trajectoire du point ©,

P' à U. trajectoire du point rr/, et par suite le foyer d'un plan mobile

autour de A décrit l'intersection D des plans P et P'. Donc :

« Quand plusieurs plans passent par une même droite D, leurs

foyers sont sur une deuxième droite A; réciproquement, si plusieurs

plans passent par cette droite A, leurs Joyers seront sur la première

droite D. De sorte que ces deux droites jouissent de piopriétés réci-

proques.

» Cela signifie, en d'autres termes, que .y/ l'on considère une droite

quelconque D commefaisant partie du corps, les plans normaux aux

trajectoires des points de cette droite passeront tous par une même

droite A; et réciproquement, les plans normaux aux trajectoires des

points de cette droite A , considérée comme faisant partie du corps,

passeront tous par la droite D.
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M Ces deux droites D, A, que j'appellerai droites conjuguées, don-

nent lieu à un grand nombre de propriétés du mouvement infiniment

petit du corps, qui trouveront leur place plus loin. »

Quand la droite D est la caractéristique d'un plan, les plans normaux

aux trajectoires de ses points sont normaux au plan, et, comme ils

passent par son foyer F, on en conclut que :

« La tangente à la trajectoire cVun point a pour conjuguée la ca-

ractéristique du plan dont ce point est lejojer; ou, eîi d'autres termes,

si, par lejbyer d'un plan, on mène la noniude au plan, la droite con-

juguée à cette normale sera la caractéristique du plan. »

6. Soient P et P' deux positions quelconques d'une figure plane,

a'b' l'intersection de leurs plans, ab l'homologue dans le plan P de

a'b' considérée comme appartenant à P'. Une rotation du plan P au-

tour du point central des segments rtft et a' b\ suivie d'une nouvelle

rotation de ce plan autour de a' b\ amène les figures P et P' à coïn-

cider. Dans le premier mouvement, les points de ab ne sortent pas du

plan P, et le point central est immobile; dans le second mouvement,

les points de a' h' sont immobiles, et le point central quitte normale-

ment P. « Il suit de là que :

» Le mouvement du plan se réduit à une rotation autour de la ca-

ractéristique, pendant que cette droite tourne dans la position primitive

du plan, autour de sonfoyer considéré comme un point fixe. »

En supposant les positions P et P' infiniment voisines, « on peut

donc dire, en général, que :

» Tout déplacement infiniment petit d'unefigure plane dans Vespace
se réduit à une rotation du plan de lafigure autour d'une droite de ce

plan, pendant que cette droite tourne elle-même autour d'an point fixe

sans sortir de la position primitive du plan.

» Cette droite est donc l'intersection des deux positions infiniment

voisines du plan. C'est pourquoi je l'ai appelée la caractéristique du

plan, suivant l'expression employée par Monge dans la théorie des

surfaces développables. »

Considérons deux droites conjuguées D, A. Les plans normaux aux

trajectoires des points de A passant par D, « par une rotation du corps

Tome XV (a' série). — Septembre 1870. ^7
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autour de la droite D, on placera la droite A dans la position même
qu'elle doit occuper après le mouvement iiijinimeiit petit du corps.

De sorte que, pour placer le corps dans la position même qu'il occu-

pera après ce mouvement, il suffit de lui faire éprouver une seconde

rotation autour de la droite A. Ainsi :

» Les dcuoc droites conjuguées D <?< A sont deux axes de rotations

simultanées quon peut imprimer au corps pour e.jjectuer son déplace-

ment.

w Je dirai plus loin quelle est la valeur de chacpie rotation, et quelles

sont les relations générales, soit entre les grandeurs des deux rotations,

soit entre les directions de leurs axes D et A. »

PROPRIÉTÉS RELATIVES A DEUX DROITES CONJUGUEES D, A.

7. Il |jeut arriver que le plan normal à la trajectoire d'un point p
de la droite D passe par cette droite; ce plan, qui contient A, a pour

foyer p. Le plan normal à la trajectoire d'un autre point p' de D pas-

sant par p'
,
par p et par A, D et A coïncident; donc :

« Si la droite D est normale à la trajectoire d'un de ses points, tous

ses autres points auront leurs trajectoires normales à cette droite. De
sorte que la droite D sera elle-même sa conjuguée A », et que tout plan

passant par D aura sonfoyer sur cette droite.

« Il suit de là que :

» Quand une droite de longueur constante se meut dans l 'espace,

de manière à être toujours normale à la courbe décrite par Tune de ses

extrémitésj elle sera normale aussi à la courbe décrite par son autre

extrémité. Et si, sur une surface engendrée par une ligne droite, on

trace deux courbes qui coupent à angle droit toutes les génératrices,

les segments compris sur ces droites entre les deux courbes seront tous

égaux entre eux. »

8. Considérons deux droites conjuguées quelconques D, A, el une
droite L qui les rencontre. Le point où A perce le plan mené par L et

par D est le foyer de ce plan, et il est situé sur L; donc :
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« Toute droite qui .s'appuie sur ces deux dioites jouit de la propriété

d'être normale aux trajectoires de tous ses points. »

Soient 1), A, D', A' deux couples de droites conjuguées. Toute

droite L qui s'appuie sur D, A et D' est normale aux trajectoires de

tous ses points. Menons le plan normal à la trajectoire du point

commun à L et à D', il |)assera par A'; d'ailleurs, il contiendra L.

Donc :

« Deux droites conjuguées D, A et deux autres droites conjuguées

quelconques D', A' sont toujours quatre génératrices d'un même mode

de génération d'un hj perboloide à une nappe, c'est-à-dire que toute

droite qui s'appuiera sur trois de ces ligues rencontrera nécessairement

la quatrième. »

9. Menons par D un plan parallèle à A, par A un plan parallèle

à D; les foyers de ces plans seront sur une parallèle à l'axe du dépla-

cement, puisqu'ils sont parallèles entre eux. Or le foyer ilu plan mené
par D est à la rencontre de ce plan avec A, et, comme A ne rencontre

pas le plan, il en est de même d'une parallèle à l'axe du déplacement,

et par suite de l'axe du déplacement lui-même. La plus courte dis-

tance des deux droites étant normale aux plans est donc normale à

l'axe du déplacement, et l'on peut mener à cet axe par la plus courte

distance un plan perpendiculaire. Ce plan a, d'une part, son foyer sur

la plus courte distance, puisqu'elle est à elle-même sa conjuguée, et,

d'autre part, sur l'axe du dé|)lacement, puisqu'il lui est normal. Par

conséquent :

« La droite par laquelle se mesure la plus courte distance de deux
droites conjuguées D, A rencontre l'axe de rotation et lui est perpen-

diculaire. »

Les trois droites D, A et l'axe du déplacement étant parallèles à un

même plan, une droite mobile qui s'appuie sur elles engendre un

paraboloïde hyperbolique. Cette droite mobile est normale aux tra-

jectoires (le tous ses points, et, comme son point de rencontre avec

l'axe a l'axe pour trajectoire, elle est normale à l'axe. Par conséquent :

« T'ont plan perpendiculaire à cet axe rencontre les deux droites D, A

et l'axe lui-même, en trois points qui sont en ligne droite ; ou, en d'au-

37..
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très termes^ par deux droites conjuguées D, A, et par l axe de rotation,

on peutfaire passer un paraboloide hjpetbolicjiie dont les génératrices

seront perpendiculaires à cet axe. »

10. Soit p le point de rencontre de deux droites D et D', A et A'

leurs conjuguées. I.e plan noi'mal à la trajectoire du point p, qui a

son foyer en ce point, passe par A et par A'; donc :

« Quand deux droites D, D' se rencontrent^ leurs conjuguées A, A' se

rencontrent aussi. »

Il en résulte immédiatement que :

Si une droite variable D engendre une surface réglée du second

ordre, il en est de même de sa conjuguée A.

On prouverait de la même manière que :

« Quand plusieurs droites D, D', . . . passent par un même point,

leurs conjuguées A, A',... sont dans un même plan qui est normal à la

trajectoire de ce point; réciproquement, quand plusieurs droites sont

dans un même plan, leurs conjuguées passent toutes par un même point

qui est lefojer de ce plan. »

Si les droites D, D', . . . sont parallèles entre elles, on pourra mener

par ces droites une série quelconque de plans parallèles entre eux,

dont les foyers appartiendront respectivement à leurs conjuguées A,

A', . . . . Or ces foyers sont situés sur une parallèle à l'axe du déplace-

ment ; donc :

« Quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, leurs con-

juguées sont dans un plan parallèle à l'axe de rotation. »

11. « Quand une droite est située dans un plan perpendiculaire à

l'axe de rotation, sa conjuguée passe par le point où le plan /encontre

cet axe. » Ce point est, en effet, le foyer du plan.

« Réciproquement, si une droite rencontre l'axe de rotation en un

point, sa conjuguée est située dans le plan mené par ce point perpen-

diculairement à cet axe. » Ce plan est, en effet, normal à la trajectoire

du point.

12. Soit A un point d'une droite D dont la trajectoire est ilirigée
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suivant cette droite, le plan mené par A normalement à D contiendra

sa conjuguée A. Le plan mené par D normalement à A aura son foyer

sur A; donc :

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points,

sa conjuguée est aussi tangente à la trajectoire d'un de ses points. Ces

deux droites sont à angle droitj et la droite qui mesure leur plus courte

distance est celle qui joint les deux points aux trajectoires desquels

elles sont tangentes. »

En rapprochant la démonstration qui précède de la propriété qu'a

la tangente à la trajectoire d'un de ses points d'avoir pour conjuguée

la caractéristique du plan dont ce point est le foyer, on obtient cet

autre énoncé :

« Quand une droite est la caractéristique d'un plan, sa conjuguée

est aussi la caractéristique d'un autre plan : ces deux plans sont à

angle droit; lefoyer du premier est sur la deuxième droite, et lefoyer
du second est sur la première droite. La droite qui joint ces deux-

foyers est celle qui mesure la plus courte distance des deux droites. »

15. Par une droite D et par sa conjuguée A menons à un plan

donné P deux plans perpendiculaires. L'intersection de ces plans est

normale aux trajectoires de ses points, |)uisqu'elle s'appuie sur deux

droites conjuguées; or elle est normale au plan P au point de concours

des projections de D et de A; donc :

« Deux droites conjuguées quelconques étant projetées orthogonale-

ment sur un plan quelconque, leurs projections se coupent en un point

situé sur la caractéristique de ce plan. »

Si ^ et (^ sont les points où D et A percent le plan P, ce plan a son

foyer sur la droite d^ normale aux trajectoires de ses points, c'est-

à-dire que :

« Deux droites conjuguées rencontrent un plan quelconque en deux
points qui sont toujours en ligne droite avec lefojerduplan. »
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PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX TRAJECTOIRES DES POI3VTS ET AUX

CARACTÉRISTIQUES DES PLANS d'uN CORPS EN MOUVEMENT.

14. Soient D et A rleiix droites conjuguées, D' la tangente à la tra-

jectoire d'un point r^ de D et A' sa conjuguée. La plus courte distance

de D' et de A' s'appuie en d sur D et sur l'axe du déplacement auquel

elle est normale; elle rencontre donc en â la conjuguée A de D et en-

gendre, quand d varie, un paraboloïde hyperbolique. Le plan tangent

en ô à ce paraboloïde ayant son foyer en d, une parallèle à D' menée

par (? engendre le paraboloïde des normales le long de A ; il en résulte

que D' engendre aussi un paraboloïde ayant avec le paraboloïde des

normales une génératrice commune à l'infini et mêmes plans tangents

le long de cette génératrice. Le plan de D' et de do, qui a pour carac-

téristique D' et pour foyer le point de rencontre F de A' et île dâ, est

tangent à ces deux paraboloïdes et enveloppe, par conséquent, une

surface développable du quatrième ordre [*]. D' engendrant un para-

boloïde qui admet D pour génératrice, A' engendre im hyperboloïde

qui contient A conjuguée de D, et F décrit l'intersection de cet hyper-

boloïde avec le paraboloïde de </c?, c'est-à-dire une cubique gauche,

puisque les deux surfaces ont en commun la génératrice A. D'où les

théorèmes suivants :

« Les tniigenles oujc trajectoires des différents points d'une droite

forment un paraboloïde hypeiholique.

)) Chacune de ces tangentes est la caractéristique d'un plan; tous

ces plans enveloppent une surface développable du quatrième degré, et

ils ont leurs jojers sur une courbe à double courbure du troisième

ordre. »

Si l'on observe que le plan de A et de do a pour foyer d et pour

caractéristique la conjuguée de D' normale au plan en son foyer, c'est-

à-dire A', que A' est tangente à la trajectoire du point F, et que ce

point est le foyer du plan de D' et de de, on pourra mettre les résul-

tats précédents sous cette forme nouvelle :

[*] Mémoire sur les surfaces du deuxième degré engendrées par une ligne droite,

par M. CHASLi.s; n° 69.
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« Quand plusieurs plans passent par une même droite^ leurs carac-

téristiques forment un hyperboloide à une nappe.

» Chacune de ces droites est tangente à la trajectoire d'un de ses

points; tous ces points sont situes sur une courbe à double courbure

du troisième ordre, et les plans normaux à leurs trajectoires envelop-

pent une surface développable du quatrième degré. »

Un quelconque de ces plans, ayant en commun avec la surface une

génératrice de contact, c'est-à-dire une conique infiniment aplatie,

coupe la surface suivant une antre conique. Un plan quelconque mené
par un point de la courbe à double courbure, n'ayant avec cette courbe

que deux autres points communs, ne coupe le cône qui a la courbe

pour base et le premier point pour sommet que suivant deux généra-

trices. Par conséquent :

« Tout plan tangent à la surface de\'eloppable la coupe suivant

une conique; et tout cône qui passe par la courbe à double corubure,

et qui a son sommet en un de ses points, est du second degré. »

15. Si la droite D est elle-même tangente à la trajectoire d'iui de

ses points, elle est la caractéristique d'un plan, et les tangentes aux

trajectoires de ses autres points sont comprises dans ce plan. Soity

un point quelconque de D et (p le foyer du plan; la tangente à la tra-

jectoire du pointy est normale à fj, de sorte que le lieu des projec-

tions de 'p sur les diverses tangentes est une droite, ce qui caractérise

une parabole. Par conséquent :

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points,

les tangentes aux trajectoires de ses autres points sont toutes comprises

dans un même plan, et enveloppejit une parabole qui a pour foyer le

point que nous avons appelé' le Jojer du plan. «

Les droites telles que D' étant dans un même plan, leurs conjuguées

A' passent par le foyer (p du plan et engendrent un cône au lieu d'un

hyperboloide. Par conséquent :

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points,

les plans menés par cette droite ont leurs caractéristiques sur un cône

du second degré. »

La tangente à la trajectoire de tout point qui se dirige vers le som-
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met 'j de ce cône est la caractéristique d'un plan. Tous ces plans con-

tenant la tangente à la trajectoire de o passent par une nièuie droite,

et leurs caractéristiques sont sur un cône qui ne diffère pas du précé-

dent. Les points F, aux trajectoires desquels les génératrices du cône

sont tangentes et qui sont distribués sur une courbe du troisième

ordre, jouissent donc exclusivement de la propriété de se diriger au

même instant vers le point ip de l'espace. Par conséquent :

« Les points dont les trajectoires se dirigent vers un même pointfixe

de l'espace sont tous sur une courbe à double courbure du troisième

ordre, les tangentes aux trajectoires de ces pointsforment un cône du

secotid degré et les plans normaux à ces trajectoires enveloppent une

développable du quatrième degré. »

16. Soit F un point de la courbe à double courbure,
<f

le sommet

du cône et P le plan tangent h la développable normal en F à F^; ce

plan coupe la développable suivant une conique. Menons, en un des

pointsy de la conique, un plan tangent à la développable, il coupera

le plan P suivant une droite D tangente en^ à la conique, passera par

un point F' de la cubique et sera normal en ce point à la génératrice

F'o. Le plan FF'o coupe normalement D en un point i dont la trajec-

toire, à angle droit sur Fi et sur F'i, est précisément dirigée suivant D.

Le point i appartient donc à la caractéristique du plan, et l'on en con-

clut, conformément au n°15, que :

(' Chacun des plans coupe la développable suivant une parabole qui

a sonfoyer sur la courbe à double courbure. »

Les caractéristiques des plans P, P',... étant les conjuguées des gé-

nératrices F9, F'9,... qui passent par le point fixe 9, il en résulte

que :

« Les caractéristiques de ces plans sont toutes comprises dans un

même plan, qui est celui qui a pourfoyer le pointfixe. »

La droite FF' qui joint les foyers des plans P et P' menés par D est

la conjuguée de cette droite; elle est d'ailleurs la caractéristique du
plan FF'9, puisqu'elle a les trajectoires de deux de ses points dirigées

dans ce plan. Par conséquent :

« Toute droite qui s'appuie en deux points sur la courbe à double
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courbure est taiigenfe à la trajectoire d'un de ses points^ et la droite

d'intersection de deux plans tangents à la développnble est aussi tan-

gente à la trajectoire d'un de ses points. »

Si l'on observe que les tangentes aux trajectoires des points de la

caractéristique d'un plan sont les seules droites de ce plan pouvant

jouer le rôle de caractéristiques, qu'une droite tangente à la trajec-

toire d'un de ses points n'est la caractéristique que d'un seul plan et

n'a qu'une conjuguée normale au plan en son foj'er, on pouria énon-

cer la réciproque suivante :

« Les plans qui ont leurs cnractéristicjues situées dans un même

plan fixe enveloppent une développnhle du quatrième degré, leurs

jojers sont situés sur une courbe à double courbure du troisième ordre

et les normales à ces plans, menées par leurs Jojers,forment un cône

du second degré. Les plans dont ces normales sont les caractéristiques

passent tous par une même droite, qui est tangente à la trajectoire du

foyer du planfixe. »

17. Le plan FF'ç, pivotant autour du point f, coupe la courbe du

troisième ordre en deux points F et F' qui déterminent sa caractéris-

tique FF', et le point à la trajectoire duquel celte caractéi islique est

tangente décrit une surface dont le degré égale le nombre de ses points

de rencontre avec la droite FF'. Tous les points de cette droite ayant

leurs trajectoires dirigées dans le plan FF'y, et les droites 9F, FF', V

o

étant, dans ce plan, les seules qui s'appuient en deux points sur la

cubique, la droite FF' ne coupe la surface qu'en trois points. Par con-

séquent :

« Quand des plans passent par un même point, leurs caractéris-

tiques s'appuient toutes sur une même courbe à double courbure du

troisième ordre et les points où ces droites sont tangentes à leurs trajec-

toires sont situés sur une suijnce du troisième degré. »

18. Menons les tangentes aux trajectoires de tous les points d'iui

plan P, les plans qui auront ces tangentes pour caractéristiques seront

tangents à une surface. Mais les points aux trajectoires desquels les

caractéristiques des plans menés par une même droite L sont tangentes

Tome \V (2^ série), — Si-ptembre 1S70. JO
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appartiennent, comme on l'a vu au n° 14, à une cubique gauche; le

plan P n'étant coupé qu'en trois points par cette cubique, la surface

n'admet que trois plans tangents issus île L. Par conséquent :

« Si Von mène les tangentes aux trajectoires de tous les points d'un

plan, ces droites seront les caractéristiques d'autant de plans, et tous

ces plans envelopperont une surface courbe jouissant de la propriété que

par une même droite f/uelcouque on ne peut lui mener que trois plans

tangents. »

SUR LE MOUVEMENT D UNE SURFACE COURBE.

19. A chaque pointy^d'une surface courbe mobile S correspond un

pian normal à la trajectoire de^^ qui touche en tp une deuxième sur-

face 1. Prenons sur S trois points infiniment voisins de^, le point de

rencontre des plans normaux aux trajectoires de ces trois points sera

le foyer du plan tangent à S en/^et appartiendra à 2. Il sera d'ailleurs

le point de contact du plan normal à la trajectoire de^ avec 1, c'est-

à-dire qu'il ne différeia pas de y. Le foyer du plan tangent à S en^^

étant en ç) sur 2, ce plan est normal à la trajectoire du point cp entraîné

dans le mouvement de S, « de sorte que les deux surfaces jouissent de

propriétés réciproques l'une par rapport à l'autre. » Ainsi :

« Quand une surface courbe éprouve un mouvement injiidmcnt pe-

tit, les plans normaux aux trajectoires de ses points enveloppent une

deuxième surface courbe qui jouit de cette propriété, que, si elle était

primitivement tracée et qu'elle participât au mouvement de la première

surface, les plans normaux aux trajectoires de ses points enveloppe-

raient celte première surjace. »

(' On peut encore dire que la deuxième surface est le lieu des

foyers des plans tangents à la première, et que celle-ci est le lieu des

foyers des plans tangents à la deuxième. »

Si In surface S esl géométrique et du m""*^ degré, une droite quel-

conque la rencontrera en m points réels ou imaginaires, et à chacun

de ces points correspondra un plan tangent à la surface 2 cpii passera

par la conjuguée de la droite. La surface 2 est donc telle qu'on peut
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lui mener par une droite quelconque m plans tangents réels ou ima-

ginaires, c'est-à-dire qu'elle est géométrique et de la iii'™^ classe. D'où

les théorèmes suivants :

« Si la première surface est géométrique, la deuxième le sera aussi,

mais, en général, d'un degré différent.

» Le lïomhre des plans tangents, réels ou imaginaires, qu'on pourra

mener à chaque surface par une même ligne droite, sera égal au nombre

de points, réels ou imaginaires, dans lesquels l'autre surface sera ren-

contrée par une même ligne droite.

» 11 suit de là que, si la première surface est du second degré, la

deuxième sera aussi du second degré. Ainsi :

» Quand une surface du second degré éprouve un mouvement infi-

niment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses points enve-

loppent une deuxième surjace du second degré; et si celle-ci était

tracée primitivement et participait au mouvement de la première, les

plans normaux aux trajectoires de ses points envelopperaient cette

première surface. »

Si la surface se réduit à une conique, les plans normaux aux tra-

jectoires de ses points passent par le foyer du plan qui les contient.

Donc :

n Quand une section conique éprouve un mouvement itifiniment petit

dans l'espace, les plans normaux aux trajectoires de ses points enve-

loppent un cône du second degré qui a son sommet en un point du plan

de cette courbe. «

Si la surface se réduit à un cône, les plans normaux aux trajectoires

des points d'une même génératrice passent par sa conjuguée. Or les

conjuguées des diverses génératrices sont toutes dans le plan normal

à la trajectoire du sommet du cône. Donc :

« Réciproquement, quand un cône du second degré éprouve un dé-

placement itfinimcnt petit, les plans normaux aux trajectoires de ses

points sont tous tangents à une conique dont le plan passe par le som-

met du cône. »

38..
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relatiojfs metriques relatives au mouvement infiniment petit

d'un corps.

20. Soient F et $ les [)ie(ls de la plus courte distance de deux droites

conjuguées D, A, et O le point où cette plus courte distance rencontre

à angle droit l'axe du dépiacenient X. F étant le foyer du pian déter-

miné par A et par O, et OF étant dans ce plan la normale à A issue

du pied de l'axe X, l'angle (A, X) est celui qu'on a désigné par 5 dans

l^Jig. I. De telle sorte que la relation établie au n° 5 devient, en y
remplaçant OF par /',

, cotfA, X)
/• = n î

2»

ou

r tatigfA, X) = —

•

En substituant au rapport — celui d'une ordonnée quelconque, e
il

1 T!

décrite dans le mouvement héliçoidal à l'abscisse cur%'iligne v corres-

pondante, on a cette proposition :

« Soient v la rotation du corps autour de Vaxe X, et e la transla-

tion de cet axe dans sa propre direction, c est-à-dire l'espace décrit

par chacun de ses points. Soient r la plus courte distance d'une droiteD
à Vaxe X, et o la plus courte distance de la droite conjuguée A au
même axe ; ces deuv lignes r et p se mesurent sur une même droite,

comme il a été dit précédemment. Désignons par (D, X) et (A, X) les

angles que les deux droites conjuguées font avec l'axe X; on aura,

entre ces angles et les distances des deux droites à cet axe, les rela-

tions

rtangfA, X; = /3 fang(D, X) = -

n Les deux droites D, A sont deux axes conjugués de roîaliou,

c'est-à-dire deux axes autour desquels on peut donner au corps deux

rotations simultanées pour opérer son déplacement. Nous pouvons

donc dire qu'un premier axe de rotation étant pris à volonté, l'incli-
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naison du deuxième axe sur l'axe central X ne dépendra que de la

distance du premier axe à cet axe central. »

Si la droite D est tangente ;i la trajectoire d'un de ses points, sa con-

jiignée A sera à angle droit sur elle, et comme D, A et X sont paral-

lèles à un même plan, les angles (D, X) et (A, X) seront complémen-
taires. Par conséquent :

« Si la droite D est dirigée suivant la trajectoire d'un de ses points,

In droite A sera dans le plan normal à cette trajectoire, et l'on aura

tangD tangA = i;

d'où, n en remplaçant tangD et tangA par leurs valeurs — et —,

e-
a rp =^ - =^ constante. •<

21. Soient F et $ les pieds de la plus courte distance de deux droites

conjuguées D, A. Si l'on amène A et par suite $ dans leurs nouvelles

positions au moyen d'une rotation Q, autour de D, F$ se déplacera

normalement à D et •!> décrira un arc de cercle infiniment petit $$'

ayant pour valeur

(/ + p)li.

Si l'on donne à $ un mouvement hélicoïdal, l'arc d'hélice infit)iment

petit $<!>' sera l'hypoténuse d un triangle rectangle ayant pour côtés e

et l'p, et aura pour valeur

v'e^ -+- v^
f,'-.

On déduit de là

(i) [r -\- pf Lï^ = e- -h i>- p-

,

et, par un raisonnement identique appliqué à A,

(2) Ir -h p f o>'' = e' + i>- r\

en désignant par w la rotation autour de cette droite.
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Des relations

rtang(A,X) = ptang(D, X)=;;

on déduit

sin-^(A, X) ' sin-^D, Xj

. 21 [.TsinfD, X)-l-ecos(D,X)]^
i'^-^P 1^ P^sin'iD.X)

'

et, en remplaçant dans les équations (i) et (2),

a sin(4, X)

a n- =

M sin(D, X )

.•'(<?= + ('/-) sin= (D, X)

[(TsiiitD, X) -|-ecos(D,X)J^ [prsin (D, X) + < cos (D, Xi]''

de sorte que les valeurs de i2 et de 00 sont exprimées « en fonction de

la position de la première droite. «

Les équations (i) et (2) donnent encore, en y remplaçant les se-

conds membres par leurs valeurs écrites plus haut,

(/' 4- Û) i^ = .t. y, ^ (r -+- P) OJ = . /^ y,»
^ '' sin(D,X) ^

'^ ' sin(A, X)

d'où l'on tire

^
'

' sin(D, X)sin(A, X)

et comme

cos ( D, A) = cos (D, X) cos( A, X) - si» (D, X) sin (A, X),

il en résulte

\ rJ \ i
j tang(D, X) tang(A, X)

Remplaçons tang(D, X) et tang(A, X) par leurs valeurs, cette équa-

tion deviendra

2 (/ +- pY Ûw cos (D, S) = IV- rp — le-,
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et^ en l'ajoulaiit membre à membre avec les équations (i) et (2j,

(/• -h p)-'[il- -h 'Ji- +- 2iiw cos(D, A)] = i'- (r-f- p)-,

ou, en divisant par (/ -i- p)*,

« iV -+- w^ + aflu cos (D, A) = v". •>

Revenons enfin à la relation

et nuiltiplions-la membre à membre avec celle-ci

sin(D, A) = sin(D,X)cos(A, X) + cos(D,X) sin(A, X),

nous aurons

(r+ j5)^i2wsin n, A) = e= f ^-- + 7^-^,1-
^ ^' ' ' ^ Ltang('i>X) ^ tang{D,X)J

Remplaçons tang(A, X) et tang(D, X) par leurs valeurs, cette équa-

tion deviendra

(r + pr-ûc sin(D, A) = e=
{^^ -f- f j

= ev{r + p),

ou, eu divisant pnr /-
-t- p,

n (/ -H piiiw sil)(D, A) =: ^f. M

« La première équation

il sinf A, X)

01 sin(D,X)

prouve que, si par un point on mène ileiuc droites parallèles aux deux-

axes conjugués D, A, et proportionnelles aux rotations du corps autour

de ces deux axes, la diagonale du parnllé/oi^ramme construit sur ces

deux droites sera parallèle à l'axe central <le rotation X », puisque

D, A et X sont parallèles à un même plan.
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« I.a deuxième équation

12^ + M- -h 2Û',i cos(D, A) = V-

prouve que cette diagonale sera proportionnelle à la rotation dit corps

autour de cet axe X.

» Enfin la troisième équation

(r + p)Ow sin(D, A) = PC

prouve que, si sur les deux droites D, A on porte deux segments pro-

portiotmeh aux rotations du corps autour de ces droites^ le tétraèdre

construit sur ces deux segments pris pour arêtes opposées aura un

volume constant. »

Soient en effet AB et CD deux arêtes opposées d'un tétraèdre ABCD.

La longueur CD se déplaçant sur la droite CD, la base BCD et la hau-

teur du tétraèdre restent invariables; d'où il résulte que son volume

dépend des longueurs portées sur les arêtes opposées, et est indépen-

dant de la région qu'elles y occupent. Prenons alors pour BC la plus

courte distance de ces arêtes; AB et CD étant respectivement égaux

à co et à û, nous aurons

surf. BCD = i(r + p)oj.

L'angle ABC étant droit, le pied de la perpendiculaire abaissée du

sommet A du tétraèdre sur le plan de la base sera sur une parallèle à

CD menée par B, et cette perpendicidaire aura pour valeur

Osin(D, A),

ce qui conduit bien, pour le volume du tétraèdre, à l'expression écrite

plus haut.

22. La trajectoire d'un point du corps est l'hypoténuse d'un triangle

rectangle dont les côtés sont l'un parallèle et l'autre perpendiculaire à

l'axe X du déplacement. La projection, sur une droite D, de la tra-

jectoire d'un de ses points peut donc s'obtenir en faisant la somme
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algébrique des projections de ces côtés, l^e premier e, commun en gran-

deur et en direction à tons les points de la droite, a pour projection

ecos(D, X).

Le second, variable avec la position du point, a aussi sur la droite

une projection constante.

Prenons en effet pour plan horizontal de projection le plan normal

à X mené par la plus courte distance de cette droite à D. L'axe X
{Jig- 3) se projettera en O, la droite D suivant Pin, l'un quelconque M
de ses points en m, et la plus courte distance r de X à D sera la per-

pendiculaire OP abaissée de O sur Pm. L'arc de cercle décrit par le

Fie. .i.
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Pour avoir leur valeur commune /j, nous projetterons sur D la tra-

jectoire du point P, ce qui donnera

p = e cos(D, X) -I- rv sin(D, X),

et, en remplaçant le second membre par sa valeur eu fl trouvée plus

haut,
Cl'

/'==
IT'

d'où
(I il. p = l'g. »

Ainsi, « la longueur commune de ces projections est en raison inverse

de la rotation du corps autour de cette droite. »

« La projection p exprime la quantité dont chaque point de la

droite D s'est déplacé dans le sens de la direction de cette droite; de

sorte qu'on peut dire que c'est le mouvement de la droite estimé dans

sa propre direction. L'équation exprime donc que la rotation du corps

autour d'une droite quelconque est en raison inverse du mouvement de

cette droite estimé dans sa propre direction.

» Cela établit une relation assez remarquable entre la rotation et la

translation, ces deux mouvements dont se compose tout déplacement

d'un corps. »

Si p est la projection de la trajectoire MM' liun point M siu- luie

droite passant par ce point et si N est le point de lencontre de cette

droite avec le plan perpendiculaire à MM' en M', on aura, dans le

triangle rectangle MM'N,

MM'' = /;.MN,

ou, en remplaçant p par sa valeur.

d'où l'on tire

MM''= -MN,
a
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Le premier facteur, clans le second meinljre, étant indépendant de

la droite issue du point M, on en conclut que :

« Si, sur clijférentes droites passant par un même point, on porte, à

partir de ce point, des segments proportionnels aux rotations du corps

autour de ces droites, les extrémités de ces segments seront sur un plan

perpendiculaire à la trajectoire du point.

» Il en résidte que la rotation minimum aura lieu autour de la

trajectoire même du point. « En remplaçant alors, dans la formule

précédente, MN par MM', elle devient

û. MM' = <?(',

et exprime que « cette rotation, multipliée par la trajectoire du point,

Jbrme un produit constant, ipiel que soit le point.

» Supposons, par exemple, qu'un point ait une étendue infiniment

petite, que ce soil un petit globule; il aura une rotation autour de sa

trajectoire, en même temps qu'il décrira cet élément rectiligne; il aura

donc deux mouvements, l'un de rotation et l'autre de translation; le

produit de ces deux mouvements est constant pour tous les points du

corps. »

Soient D, D', . . . des droites d'un plan, A, A', .•• leurs conjuguées

qui passent par le foyer F de ce plan. Une rotation du corps autour

de D amènera A et par suite F dans sa nouvelle |)osition F', et de même
pour les autres droites. Or le foyer, daus tous ces mouvenient<, décrit

la même trajectoire FF'; donc, en appelant 8, 5',... les distances du

foyer aux droites D, D', . . . et û, 0',... les rotations autour de ces

droites,

ce qui peut s'énoncer ainsi :

« Quand plusieurs droites sont situées dans un même plan, les rota-

tions du corps autour de ces droites sont en raison inverse de leurs

distances au foyer du plan. »

23. « Soit un plan P faisant partie du corps en mouvement; il y

a à considérer, relativement à ce plan, son foyer, sa caractéristique,

3ç)..
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sa rotation autour de cette droite, et sa rotation sur lui-même autour

de son foyer. Soit n la distance du foyer à l'axe X, vs la distance de la

caractéristique à cet axe, P l'angle que le plan fait avec un plan per-

pendiculaire à l'axe X »; il est facile de voir, en se reportant au n" 3,

que ces quantités ne sont autres que OF, m'/Ji et le complément de 0.

1
'> '

On aura donc, en remplaçant — par -?
27r

( I

(i n = -taneP, zô — -
^ »,

d'où

« IIot = - = consf.,
t'-

et

- = tane'P. »
ET

^

Si deux plans font avec un plan perpendiculaire à X des angles

complémentaires, auquel cas

tangP. tangP' = i

,

on a

nn'= rsTô' = ~, = const.,

d'où l'on conclut que :

« Si deux plansfont avec l'axe de rotation des angles complémen-

taires, les distances de leursfoyers à l'axe de rotation ont leur produit

constant, et les distances de leurs caractéristiques au même axe ont

aussi leur produit constant.

n Soient il la rotation du plan P sur lui-même autour de son foyer,

et « sa rotation autour de sa caractéristique. » La conjuguée de la

caractéristique d'un plan étant normale au plan en son foyer, repre-

nons les formules

^ '' sin(D,X) ^
'^ ' siinA,X)

et remplaçons-y /' 4-
p par II + cr, siM(D, X) par sinP et sin(A, X)



PURES ET APPLIQUÉES. 3o9

par cosP. Nous aurons, en observant que

U — a
V sinP cosP

les deux relations

d'où

« £i = i'CosP, w = i'sinP;

fl- + « = i'- = const.

Ainsi, la somme des carrés des deux rotations d'un plan est con-

stante. »

Si deux plans font avec un plan perpendiculaire à X des angles

complémentaires, auquel cas

cos^P + cos''P'= sin°P + sin-P' = i,

on a
9."^ H- Q.'- = oj^ -(- w'^ = iJ= =: const.

;

d'où l'on conclut que :

« Si deux plans font avec l'axe de rotation des angles complémen-

taires, la somme des carrés de leurs rotations sur eux-mêmes est con-

stante, et la somme des carrés de leurs rotations autour de leurs carac-

téristiques est aussi constante. »

Par le point de renconire de la caractéristique d'un plan avec une

droite D du pian, menons une parallèle à X et appelons («, D) l'angle

de la caractéristique et de D. Le plan de X et de la caractéristique est

normal au plan donné (4), et l'angle de X et de cette cararléristique,

précédenunent désigné par Q, n'est antre que le complément de P. On
a donc, en appliquant la fornude fondamentale de la trigonométrie

splïérique,

cos(D, X) = cos(oû, D) sinP,

et, en multipliant membre à membre cette égalité avec la suivante

V sinP = 0),

on en conclut ce théorème :
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« Que dans le plan P on mène une dioile ([uelconque D, on aura

(j) cos(oj, D ) ^= t' cosi^D, X),

(,i étant la rotation autour île la caractérhtique, et (w, D) l'angle que

cette caractéristique fait avec la droite D; de sorte que, pour chaque

plan mené par une même droite D, on a

',1 cos(o), D) = coiist. »

CONSTRUCTION DE l'aXE DE ROTATTON X QUAND ON CONNAIT

LES DIRECTIONS DES TRAJECTOIRES DE TROIS POINTS DU CORPS.

« Soient n, /;, c les, trois j)oiiils (iii corps. Les plans menés par les

points a, h, perpendiculairement aux trajectoires de ces points, se

couperont suivant une droite qui sera la conjuguée de la droite ab.

(Jii cherchera la droite qui mesure la plus courte distance de ces deux

droites; elle s'appuiera sur l'axe cherché X, et elle lui sera perpendi-

culaire. On déterminera de même, avec les deux points a, c ou b, c,

une autre droite jouissant des mêmes propriétés; l'axe X sera donc

déterminé. »

PROPRIETES DE L HYPEREOEOIDE A UNE NAPPE.

« Deux systèmes de deux droites conjuguées D, A et D', A' forment

quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde

à une nappe. Réciproquement, quatre génératrices d'un hyperboloïde

peuvent être prises deux à deux et être regardées comme formant deux

systèmes de deux droites conjuguées relativement au mouvement in-

finiment petit d'un corps solide. Il résulte de là que les propriétés des

systèmes de deux droites conjuguées donnent lieu à des propriétés

nouvelles de l'hyjjerholoïde à une nappe, propriétés dont la démons-

tration directe ne serait peut-être pas sans quelque difficulté.

» Soit donc un hyperboloïde à une nappe, et ne considérons que

les génératiices d'un même mode de génération. Que, dans un |i!an
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transversal mené arbitrairement, on mène par nn point «les sécantes

dont chacune rencontiera deux généralices; ces génératrices, ainsi

conjuguées deux à deux, jouiront de toutes les propriétés de deux

axes conjugués de rotation d'un corps. Par exemple, tout autre plan

transversal rencontrera deux génératrices conjuguées en deux points

qui seront en ligne droite avec un certain point de ce plan. La droite

qui uiesurera la plus courte distance de deux génératrices conjuguées

passera par un même axe, auquel elle sera perpendiculaire; et les tan-

gentes des angles que les deux génératrices feront avec cet axe seront

entre elles comme les distances de ces deux droites à cet axe, eîc. »

ANALOGIES ENTRE LES ROTATIONS D UN CORPS AUTOUR DE DIVERS AXES

ET LES SYSTÈMES DE FORCES.

24'. Soit w l'angle dont un point M tourne autour d'un axe Z dont

il est distant de r;| il décrit ini élément rectiligrie perpendicidaire au

plan MZ et ayant |K)ur valeur w/*. Si le déplacement du point M ré-

sulte de plusieurs rotations simultanées autour de différepts axes, c'est

en composant tous les éléments rectiligiies issus deMqu'on aura l'élé-

ment rectiligne définitivement parcouru. Portons sur l'axe Z une lon-

gtw'ur ^oj, ^" désignant une constante, et supposons le coips sollicité

par la force kw; le moment de cette force, par rapport au point M,

sera Ayr. Élevons en M une perpendiculaire au plan MZ et portons

sur cette perpendiculaire, dans le sens du déplacement du point M et

à partir de ce point, une longueur égale à /cwr. En composant tous les

moments ainsi obtenus pour les différents axes, nous aurons le mo-

ment principal des forces relatif au point M, et il est clair que ce mo-

ment sera au déplacement total du point M comme ^ est à i . Ainsi :

K Quand un corps éprouve un déplacement infiniment petit , résul-

tant de plusieurs rotations simultanées autour fie plusieurs axes, si

l'on porte sur ces axes des lignes proportionnelles à ces rotations res-

pectiveme/itj et qu'on considère ces lignes comme autant de Joices qui

solliciteraient le corps, l'élément rectiligne décrit par chaque point du

corps, en vertu de ce système de rotations simultanées, sera proportion-

nel au moment principal desjorces relatij à ce point.
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)) Il suit de là que toutes lis propriétés relatives aux rotations d'un

corps autour de diverses droites, et aux espaces recliligncs décrits par

les points du corps, donnent lieu à autant de propriétés d'un système

de forces, relatives à ces forces elles-mêmes et à leurs moments par

rapport aux différents points de l'espace.

» Ainsi les différentes propriétés relatives à deux axes conjugués de

rotation, que nous avons appelés D et A, s'appliqueront aux systèmes

de deux forces pouvant rem|)lacer un autre système quelconque de

forces. A l'axe X de rotation du corps correspondra cet axe que l'il-

lustrt' auteur de la Théorie des couples a appelé Yaxe central des mo-

ments; de sorte que, par exemple, nous |)ourrons dire que In droite

qui mesure la plus courte distance des deuxforces qui remplacent un

système de forces données rencontre toujours l'axe central des mo-

ments, et lui est perpendiculaire, quel que soit le système de ces deux

forces, elc »

SUR LE PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. DIVERSES AUTRES EQUATIONS

ANALOGCI», EXPRIMANT LES CONDITIONS d'ÉQUILIBRE, SOIT d'uN SYS-

TÈME DE FORCES, SOIT d'uN SYSTÈME DE ROTATIONS.

25. « L'analogie qui a lieu entre un système de forces sollicitant un

corps solide libre et les rotations qui produisent un déplacement in-

finiment petit du corps conduit naturellement à une démonstration

du principe des vitesses virtuelles qui montre comment la considéra-

tion du mouvement et de l'infini dans ce principe correspond à des

considérations purement statiques.

» Soient P, P',. . . les forces qui sollicitent un corps solide libre et

qui se fout équilibre. Soient Q, Q', . . . d'autres forces quelconques.

Considérons chaque force P et chaque force Q comme arêtes oppo-

sées d'un tétraèdre, et représentons par 2tétr.(P,Q) la somme des

volumes de ces tétraèdres. Celte somme conservera la même valeur si,

à chacun des deux systèmes P, P', . . . et Q, Q', . . . , on substitue un

autre système de forces é([uivalent; et par conséquent cette somme sera

nulle, car les forces P, P', . . . peuvent être remplacées par deux forces

égales et directement opposées qui donneront lieu à deux sommes de
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tétraèdres égales et de signes contraires. Réciproquement, si la somme

des tétr. (P, Q) est nulle, quel que soit le système des forces Q, Q',-.-,

on voit aisément que nécessairement les forces P, P', . . . se font équi-

libre.

» Ainsi, la condition d'équilibre des forces P, F, . . . s'exprime par

2tétr.(P, Q) = o,

Q, Q', . . . formant un système de forces pris arbitrairement. Soit r la

plus courte distance des deux forces P, Q; l'équation devient

2PQrsin(P,Q) = o.

» Supposons que toutes les forces Q, Q', . . . aient été remplacées

par deux seules, dont l'une dirigée suivant la force P; et soit q l'autre

force. La somme des tétraèdres où entre P sera égale simplement

à tétr. (P, 7), ou P7rsin(P, q). Or qrs\n{?, q) est la projection sur lui

plan perpendiculaire à la force P, du moment de la force q par rap-

port à un point de la force P. Si donc on suppose que les forces Q,

Q', . . . soient en direction les axes de rotations proportionnelles à ces

forces, le moment relatif à un point de la force P sera égal à l'élément

rectiligne que ces rotations feront décrire à ce point. Soit p cet élément

rectiligne; la somme des tétraèdres où entre la force P sera donc égale

à Ppcos(P, p). Pour chacune des autres forces P', . . . on aura une

somme semblable; de sorte que l'équation d'équilibre deviendra

2P/JCOS(P,/3) = o.

C'est l'équation des vitesses virtuelles.

» Ainsi, dans ce principe des vitesses virtuelles, les éléments recti-

lignes qu'on appelle les vitesses virtuelles expriment les moments prin-

cipaux d'un autre système des forces par rapport aux points d'appli-

cation des forces proposées. »

26. « Si l'on conçoit que le corps auquel sont appliquées les

forces P, P', . . . ,
qui se font équilibre, éprouve un mouvement infini-

ment petit, il aura une certaine rotation autour de chacune des forces;

Tome XV {2" série). — Octobre 1870. 40
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cette rotation sera en raison inverse de la projection de la trajectoire

d'un point de cetle force sur cette force. Soient donc 5, S', . . . les rota-

tions autour des forces P, P', . . . ; l'équation des vitesses virtuelles

s'exprimera par l'équation ^t = o- Ainsi nous dirons que

» Quand plusieursforces qui sont appliquées à un corps solide libre

sefont équilibre, si ion donne nu corps un mouvement irifiniine?it petit,

par suite duquel il éprouvera une rotation autour de chacune des

forces, la somme de ces Jorces divisées par ces rotations, respective-

ment, est ludle; et réciproquement, si cette somme est nulle quel que

soit le mouvement infiidment petit du corps, les forces se feront équi-

libre.

» Ainsi, l'équilibre d'un système de forces s'exprime par la consi-

dération des rotations du corps autour de ces forces, de même que

parla considération des éléments rectilignes décrits par des points de

ces forces.

» On peut exprimer de deux manières semblables l'équilibre d'un

système de rotations qui solliciteraient un corps; car ces rotations se

feront équilibre si des forces dirigées suivant leurs axes et proportion-

nelles à ces rotations se font elles-mêmes équilibre. »
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Etude sur le mouvement des meules horizontales de moulins

à blé, et méthodes pour les équilibrer;

Pak ai. li^OlV ATLL.VRCEAU

1. Les questions soulevées par le siège de Paris ont ramené mon
attention sur une théorie à peine effleurée dans nos meilleurs traités

de Mécanique appliquée, celle du mouvement des meules horizontales

(le moulins à blé, et sur les méthodes qu'on en peut déduire pour les

équilibrer.

On sait qu'une meule, ayant été préalablement équilibrée au repos,

c'est-à-dire de manière qu'en cet étal sa face inférieure, qui est plane,

soit horizontale; cette face prend ordinairement une inclinaison plus

ou moins prononcée, dès qu'on fait tourner la meule autour de la ver-

ticale qui passe par le point de suspension. Ce résultat, nuisible à la

bonne fabrication de la farine, est dû, tant aux irrégularités de figure

de la meule, qu'au défaut d'homogénéité des matériaux dont elle est

formée. Mais on peut obvier à ces inconvénients, en déplaçant con-

venablement certaines masses mobiles dans le sens perpendiculaire au

plan de la face inférieure, que l'on nomme masses réglantes. La con-

dition à remplir, et d'ailleurs bien connue, consiste à faire que la

droite passant par le centre de gravité et le point de suspension soit

un axe principal d'inertie pour ce dernier point. On ne peut songer

à y satisfaire en ayant recours aux formules qui concernent les mo-

ments d'inertie : les mêmes causes qui produisent l'inclinaison de la

meule pendant son mouvement s'opposent à l'emploi de ces formules,

et l'on est conduit à rechercher, dans les mouvements observés, la

mesure des causes d'irrégularité qu'il s'agit de faire disparaître.

Il m'a semblé qu'une étude analytique du mouvement des meules

horizontales devait conduire à la solution la plus complète du pro-

4o..



3i6 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

blême et indiquer le genre et le mode des observations à effectuer,

ainsi que les changements à faire subir aux positions des masses ré-

glantes. D'ailleurs, une pareille étude s'ajoute aux applications encore

peu nombreuses de la théorie du mouvement de rotalion d'un corps

solide autour d'un point fixe, applications qui se réduisent à la toupie,

au gyroscope et aux projectiles : trop longtemps on s'est borné à celles

que nous offre la Mécanique céleste.

Le problème de la rotation d'un corps solide consiste à déterminer

la série des positions d'un système d'axes rectangulaires, se coupant

au point fixe, et lié solidairement avec le corps solide. Dans nos

traités de Mécanique, le choix de ce système d'axes n'est générale-

ment pas laissé arbitraire; les auteurs l'assujettissent à coïncider avec

les axes principaux d'inertie relatifs au point fixe : l'application des

formules qui se rapportent à ces axes ne convient pas au problème

actuel, attendu que les sommes des produits des masses par les rec-

tangles des coordonnées, qu'il s'agit précisément de déterminer, ne

figurent pas dans ces formules : le choix des axes principaux a pour

résultat de les faire disparaître. Celles dont il convient de faire usage,

et dont les formules d'Euler sont un cas particulier, ont été données

par Lagrange. Elles sont peu connues des ingénieurs; ce qui expli-

querait comment la théorie de l'équilibre des meules horizontales n'a

été jusqu'ici l'objet que de travaux incomplets.

Les formules de Lagrange permettent d'écrire les équations diffé-

rentielles du mouvement avec la plus grande facilité : dans notre pro-

blème, le choix des axes mobiles se trouve, pour ainsi dire, indiqué

d'avance. Deux d'entre eux sont dans un plan parallèle à la face

inférieure de la meule, le troisième passe par son centre de gravité.

Mais l'intégration ne peut s'effectuer sans introduire quelques restric-

tions : eu égard à ce que les petites oscillations tie l'un des axes, par

rapport à la verticale, offrent seules de l'intérêt, il suffit de les déter-

miner aux quantités près du deuxième ordre de petitesse. Alors on

peut, conformément à la réalité des choses, traiter la différence des

moments d'inertie autour des deux premiers axes, ainsi que les sommes

de produits des masses par les rectangles des coordonnées, comme
quantités du premier ordre. On considère encore, comme étant du



PURES ET APPLIQUÉES. 817

même ordre, l'erreur commise en calcuhinl les divers moments, sans

tenir compte des défauts d'exacte configuration ou d'honiogénéilé.

Les équations différentielles, réduites aux termes du premier ordre,

sont au nombre de trois : l'une s'intègre immédiatement, et les deux

autres forment un système d'équations linéaires du deuxième ordre,

à coefficients constants; ces dernières s'intègrent au moyen des seules

fonctions trigonométriques et les intégrales ne tombent pas en défaut,

dans le cas des racines égales de l'équation caractéristique, comme
cela arrive lorsque l'on a affaire à une seule équation différentielle.

C'est en choisissant pour variables, à l'exemple de Lagrange, deux

des cosinus des angles compris entre les directions des axes mobiles

et celles d'axes fixes, que l'on parvient à la forme très-simple de nos

équations.

Les résultats du calcul se traduisent géométriquement comme il

suit. La meule ayant été préalablement équilibrée au repos, imaginons

un style vertical, dont l'axe passe par le point de suspension de la

meule, et un plan parallèle à la face inférieure, qui soit entraîné dans

son mouvement et destiné à recevoir les impressions du style; ce plan

sera, par exemple, celui de la face supérieure de la meule. Par le

point de rencontre du style avec ledit plan, dans la situation hori-

zontale de la face inférieure de la meule, menons un système d'axes

rectangulaires et parallèles aux axes mobiles. Voici ce qui se passera

pendant le mouvement de la meule. Le rayon vecteur mené de l'ori-

gine à l'un des points du diagramme tracé par le style, mesurera l'in-

clinaiiion de l'axe de la meule par rapport à la verticale, et la ligne des

noeuds du plan mobile sur l'horizon, sera perpendiculnire au plan

vertical passant par le style et le point considéré du diagramme. Quant

à la nature de la trajectoire tracée par le style, cette trajectoire peut

être considérée comme une ellipse mobile autour d'un centre fixe,

dont les axes conservent une grandeur constante et dépendante uni-

quement des constantes du mouvement oscillatoire initial. Suivant les

relations de grandeur de ces constantes, l'ellipse dégénère en un cercle,

en une ligne droite, ou se réduit à un point unique. Quoi qu'il en soit,

la trajectoire se trouve comprise entre deux circonférences de cercle

qui lui servent d'enveloppes et dont les rayons sont égaux au demi-
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grand axe et au demi-petit axe de l'ellipse mobile. Suivant les cas,

ces cercles -enveloppes se réduisent à un cercle unique ou à un point.

Le mouvement des axes de l'ellipse mobile est uniforme; il est

d'ailleurs assez faible relativement au mouvement de rotation de la

meule et de sens contraire à ce dernier.

Enfin, le mouvement sur l'ellipse mobile est tel que le rayon vec-

teur mené de son centre décrit, par rapport aux axes mobiles, des

aires proportionnelles au temps, et dans un sens qui dépend des rela-

tions de grandeur des constantes du mouvement oscillatoire. La durée

d'une révolution du rayon vecteur diffère peu de celle d'un tour de la

meule.

Le diagramme ainsi obtenu fournit les éléments d'une première mé-

thode pour équilibrer les meules horizontales : il suffit en effet d'y

mesiwer les deux coordonnées du centre commun tles ellipses mobiles

ou de leurs cercles-enveloppes et de déplacer les masses réglantes, au

nombre de deux, de quantités proportionnelles respectivement à l'une

et à l'autre de ces coordonnées. Le coefficient de proportionnalité

s'obtient au moyen de calculs assez simples; il peut d'ailleurs se dé-

duire de la comparaison des résultats obtenus dans deux états diffé-

rents du système des masses réglantes. La théorie indique la position

la plus favorable à leur donner : il convient que les centres de gravité

de ces masses soient situés dans deux plans méridiens rectangulaires,

et orientés à 45 degrés par rapport à l'axe transversal de l'anille.

Le mouvement vertical du style étant une quantité du second ordre,

un défaut d'exacte verticalité est tout à fait négligeable ; il n'en est pas

ainsi d'un défaut de centrage; mais on s'en affranchit aisément.

Cette première méthode d'équilibrer les meules horizontales pourra,

malgré sa simplicité, n'être pas accueillie par les praticiens : l'instal-

lation du style et l'exiguïté des dimensions de la courbe obtenue mo-
tiveront sans doute leurs répugnances. Au contraire, la seconde mé-

thode, dont il nous reste à parler, rentre tout à fait dans les habitudes

des ingénieurs.

La théorie montre que, les deux masses réglantes ayant reçu la dis-

position indiquée ci-dessus, la position de chacune d'elles peut être

déterminée séparément. Dans le plan méridien qui contient le centre
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de gravité de l'une des deux masses et sur le pourtour de la meule,

fixons un léger style, par exemple une pointe de fer ou d'acier, vissée

sur l'un des cercles de fer qui servent d'armature, et disposons une

surface verticale fixe, pour recevoir les impressions du style : on no-

tera très-distinctement la trace du style correspondante à l'état d'équi-

libre statique de la meule; puis, celle-ci étant mise en mouvement, le

style produira des traces dont les ordonnées seront lapportées à celle

qui répond à l'équilibre statique. Il ne reste plus qu'à déduire de ce

genre d'observalions Vordonnée mojenne : on peut prendre, pour

celle-ci, la simple moyenne des ordonnées maxima et minima. A l'aide

de certaines précautions, il est facile d'obtenir ainsi un résidtat in-

dépendant des effets du frottement au point de suspension. Connais-

sant l'ordoiuiée moyenne, on détermine, |iar un calcul facile, le dé-

placement qu'il faut faire subir à la masse considérée. Si l'on veut

réduire le calcul à celui d'une simple partie proportionnelle, il suffit

de deux expériences faites en donnant à la niasse réglante ses deux

positions limites : de la com|iaraison des résultats obtenus, on déduit

en effet la position correspondante à la valeur nulle de l'ordonnée

moyenne; ce qui est la solution du problème. Pour la seconde masse

réglante, on exécute une opération toute pareille; mais on voit que

les deux opérations peuvent être effectuées simultanément : à cet

effet, les deux styles doivent être établis à des niveaux assez diffé-

rents, pour que les traces de l'un ne puissent être confondues avec

celles de l'autre.

Les praticiens étant dans l'usage d'emp\oyer quatre masses réglantes

au lieu de deux, i! faut, si l'on veut se conformer à cet usage, dé-

placer simultanément, de quantités égales et de sens contraires, les

deux masses situées dans un même plan méridien; de cette manière,

la question n'offre qu'une seule inconnue, que l'on détermine par les

mêmes méthodes que s'il s'agissait seulement de deux masses réglantes.

2. Equations générales du mouvement de rotation d'un corps solide.

— Les formules de Lagrange peuvent être établies par des moyens

j)lus simples et plus élémentaires que ceux employés par l'illustre

géomètre; mais leur démonstration ne pouvant trouver place ici, je

me bornerai à les extraire de la Mécanique analjtique (édition de
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M. J. BerIrancI, t. II, p. 234), d y rétablissant sous une forme plus

générale les moments des forces extérieures. Voici ces formules :

(') {Bj-F^^-H| + (A-C)/7> + Fry/.+ G(/;=-0-H9/-=Q,

La signification des lettres employées est la suivante.

Désignant, suivant l'usage, par jc,,j',, c, les coordonnées d'un élé-

ment de masse m par rapport à trois axes rectangulaires qui se croi-

sent au point fixe et sont liés au corps solide; par 1 la caractéristique

de sommation étendue à tous les éléments m du corps solide; on a

/ A = ^inij] -h z?), F = Imj, z,
,

(2) } B = ln^{z-^-hJC^^), G=Iinz,x,,

P, Q, R sont respectivement les sommes des moments des forces exté-

rieures autour des axes mobiles des x,, j',, z, : elles sont positives,

lorsque le sens des rotations qu'elles tendent à produire est celui

de j»', vers 2,, pour le premier; z, vers jc,, poiu' le second; et x,

vers j-, ,
pour le troisième. Les lettres p, 9, r désignent les composantes

de la vitesse de rotation par rapport aux mêmes axes, et le sens positif

de ces composantes est le même que celui des moments P, Q, R ; dt

est l'élément du temps.

Soient X,, Y,, Z, les composantes parallèlement aux axes mobiles,

des forces extérieures appliquées au point (x,, j', , z,); les valeurs de

P, Q, R sont

/ P=2(Z,j, -Y, z,),

(3) [*] Q = 2(X, z, -Z.x,),

I R = 2(Y,x, -X.j,)-

[*] Les formules (i) sont également celles du mouvement de rotation d'un corps

solide autour d'un point qui lui-même se déplace. Seulement les valeurs (3) de
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1

Désignant par x,j)', s des axes rectangulaires fixes et posant

/ a = i;os(x,, x), b = cos()-,, or), c = cos(z,,.r),

(4)
j

rt'=cos(x,, j), 6'=cos(j,,j), c'=cos(z,,j),
' a"=^ cos(jr,, z), b"= cos(_;7-,, z), c"= cos(z,, z)

,

on a, entre ces cosinus, des relations bien connues et que le lecteur

dispensera de reproduire ici.

Les expressions des composantes />, q, /• en fonction de ces cosiniis

et de leurs dérivées donnent

I pdt = cdb-h c'db'+ c"db" = - {bdc + b'dc'-h b"dc'%

(5) <, qdt = adc -+- a' de' -h a"de" — — {cda -\- c'da'+ c"da"),

! rdt = bda + b'da'^ b"dn"=~ [adb + a'db'+ a"db"),

et Ion a inversement

i da = {b r— c q)dt, db = [c p — a r)dt^ de = [a q — b pj,

(6) ) da'={b'r-c'q)dt, db' = {c'p - a'r)dt, de' = {a'q - b'p),

{ da"= [b"r - e"q)dt, db"^::^ {c"p - a"r)dt, de"=z [a"q - b"p).

Il est à remarquer que les valeurs de p^ q, r sont indépendantes du

choix des axes fixes des a:, y, z; cela résulte de l'interprétation géomé-

P, Q, R doiveni, pour ce cas, être respectivement complétées par l'addition des termes

suivants :

rfd'i diit „— 2, m X, — 2.m z,,
dl dt

du, dv,

—r 2, m y, — —- 1 ni.r,

dt dt

où l'on désigne par «,, c,, iv, les composantes de la vitesse de l'origine des axes mo-

biles, parallèlement aux directions actuelles des x,, y, et ;, considérées comme fixes.

On doit remarquer que ces ternies complémentaires se réduisent à zéro dans deux cir-

constances : 1° lorsque la direction et la grandeur de la vitesse sont constantes;

?" quand l'origine des axes mobiles est au centre de gravité du corps solide : en sorte

que les valeurs (3) des moments P, Q, R conviennent encore dans l'une el l'autre de

ces circonstances.

Tome XV (j* série). — Octobre 1890. 4^
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trique de ces quantités. On peut d'ailleurs le vérifier par une trans-

fornialion de coordonnées dans laquelle on introduit de nouveaux

axes fixes des J^, ;', z; calculant les valeius de p, q, r au moyen de ces

nouveaux axes, on les trouve égales aux valeurs que fournissent les

relations (5).

Les cosinus (4) s'oxjîrinient en fonctions des trois angles nécessaires

et suffisants pour définir complètement la situation des axes mobiles

par rapport aux axes fixes.

Considérons l'intersection du plan des x.,j avec celui des x,,j-,,

et désignons par nœud la partie de cette intersection que rencontrerait

l'axe X, en tournant dans le sens x, à 7,, et passant du côté des z

positifs à celui des -. négatifs. Des deux angles formés par les deux

plans des Jc, j- et x,, }\, nous désignerons par $ celui que forment

les côtés positifs des axes des z et z,, perpendiculaires respectivement

à ces mêmes plans. Conformément à l'usage adopté, nous désignerons

par ^ l'angle du nœud avec l'axe fixe des x, angle qui sera pris positif

de X vers les^ négatifs, et par
çp l'angle de x, avec le nœud, mesuré

positivement de celui-ci dans le sens de x, vers j",. Nous éviterons

ainsi l'emploi du mot ascendant par lequel on qualifie ordinairement

le nœud, non sans quelques inconvénients, quand il s'agit d'autres

problèmes que ceux de la Mécanique céleste. On voit que, moyennant

ces conventions, la situation des axes mobiles est déterminée, sans

ambiguité, par les valeurs des trois angles Q, <^ et (p.

Les valeurs de nos cosinus (4), en ibnctions de ces trois angles, sont

les suivantes :

a = cosô sini]^ sinçs -|- cosiji cos(p,

b = cosô sin tj; cosip — cosé sin ç

,

c = sin S siuij/;

a' = cos5 cos(|j sin y — sinij; coss,

(7) / è' = cosô cosv]; costp -I- sini]' sinç),

c'= sin 5 cosi];;

fl"= — sin 5 sinç,

Z>"— — sinô costp,

c"— + ros5.



PURES ET APPLIQUÉES. 3a3

Les valeurs de p, 9, r qui s'en déduiseut par la différentiation, et

au moyen des formules (5), sont

p = smçisuiS-y- — cosç -j-i

(8) / ^ = cosysin^-^ + sinç-^î

= — C0s9-f + -y-
dt lit

Supposons les valeurs des composantes X,, Y,, Z,
,
qui entrent dans

P, Q, Pi, exprimées soit au moyen des cosinus «, a' , a", etc., soit au

moyen des angles 5, 4* et ip, puis les expressions (5) ou (8) de p, q, 1

transportées dans les équations (i); on aura un système de trois équa-

tions différentielles du deuxième ordre entre le.'^dits cosinus ou les

angles 5, (j^, y et le temps t. Leur intégration, en ayant égard, s'il

s'agit des cosinus a, b, c, etc., aux relations qui existent entre eux,

fera connaître complètement la siluatiou du corps solide en fonction

dn temps.

Bien que la considération directe des angles (5, i|> et cp ait poiu* ré-

sultat d'éliminer six inconnues et qu'il semble en résulter plus de hci-

lité pour les calculs, il arrive pourtant, comme Lagrange l'a fait voir

par quelques exemples, que l'emploi des neuf cosinus conduit parfois

plus simplement au résultat; c'est ce qui arrivera précisément dans le

cas du problème qui nous occupe. Ayant alors obtenu les valeurs des

neuf cosinus, on en déduira aisément celles des trois angles : par

exemple, connaissant a" et b'\ les formules (7) feront connaître (p et 6

en laissant le signe de sin9 arbitraire; la valeur de c" donnera celle de

cos5 avec son signe; maisl'ambiguité de l'angle n'aura pas pour résul-

tat de conduire à deux situations distinctes du système des axes mobiles,

attendu que l'angle 9 prendra en même temps des valeurs qui diffé-

reront <Ie 180 degrés dans les deux systèmes : il en sera de même de

l'angle 'ji qu'on déduira des valeurs de c et ^'(7). Il est seulement

à remarquer qu'avec une valeur négative de sinS, la position du

nœud serait opposée à celle que nous avons définie. Pour avoir

des résultats toujours conformes à cette définition, il faudra prendre

sinô positif.

41..
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3. Application des formules générales au mouvement d'une meule

horizontale de moulin à blé. — Nous prendrons pour axes mobiles des

r,,^,, deux droites rectangulaires menées par le point fixe parallè-

lement à la face inférieure de la meule, et pour axe des z, le côté de

la perpendiculaire à cette face qui est dirigé vers le zénith quand elle

est horizontale.

On admettra que l'équilibre statique de la meule ait été préala-

lablement obtenu moyennant une répartition des masses facile a réa-

liser. Dans cet état d'équilibre, le centre de gravité se trouvera sur

l'axe des z,. Nous en désignerons la distance au point fixe de suspen-

sion par Ij, et nous supposerons L positif lorsque, comme dans la

pratique, le centre de gravité est au-dessous du point de suspension.

Il en résulte que, si nous désignons par M la masse totale de la meule,

nous aurons

(9) ImXi = o, 3?w), = o, Imz, =— ML.

Nous prendrons, pour axes fixes des xr, deux droites rectangulaires

situées dans le plan horizontal qui passe par le point de suspension et

se croisant en ce point, et pour axe des z la direction du zénith.

Eu négligeant le frottement autour du centre de suspension et la

résistance de l'air, on voit que les forces extérieures qui sollicitent le

système se réduisent aux poids mg des masses élémentaires; leur di-

rection étant opj)osée à celle de l'axe des z, les composantes X,, Y,, Z,

de la force mg seront respectivement

— mg cos(z, x\), — mg-cos(z, /,), — mgco%{z, z,),

ou, en vertu des relations (4),

— mga", — mgb", — mgc".

Au moyen de ces valeurs, les moments P, Q, R (3) deviendront

P = — gc" Imj, -+- gb"lmz,,

Q = - ga"lmz, +gc"lmx,,

R = — gb"lmx, -h ga"lmj, :
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en vertu des relations (9), ils se réduisent à

(10) P = -^>"gML, Q= + rt"gML, R=o.

Si l'on fait abstraction de l'armature intérieure, nommée anille,

par laquelle la meule pose sur le point fixe, armature dont la masse

est très-faible par rapport à la masse M, la meule se compose de divers

solides compris entre des surfaces à peu près cylindriques et concen-

triques avec l'axe des z, (pierre meulière, couche de plâtre, armatures

extérieures en fer) ; le défaut d'homogénéité de ces solides est d'ailleurs

peu notable. On peut donc considérer les quantités F, G, H, définies

par les relations (2), comme étant de petites quantités. Nous les trai-

terons comme du premier ordre de petitesse.

D'un autre côté, nous ne nous proposons d'étudier que les cas où

les oscillations de l'axe z, autour de la verticale resteront très-petites:

ces oscillations sont mesurées par l'angleS; nous les considérerons

comme étant du même ordre que F, G et II. II résulte des relations (7)

que a" et b" seront des quantités du premier ordre, et les mêmes rela-

tions (7) montrent que c et c' seront du même ordre. Les dérivées de

ces quantités par rapport au temps seront également du prenner ordre.

Il suit de là, en vertu de la première valeur de pdt et de la deuxième

de qdt (5), que les quantités p et q seront du premier ordre de peti-

tesse. Il en sera de même de leurs dérivées. En conséquence de ces

remarques et convenant de négliger les quantités du deuxième ordre

et des ordres supérieurs, la troisième équation (i) se réduit, en vertu

de la troisième équation (10), à

on en déduit

(11) r=:n,

n désignant une constante, positive lorsque la composante /' a le sens

de X, vers y, et négative dans le cas contraire.

Au moyen de ces relations et des équations (10), et, en transposant,
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les deux premières équations (r) deviennent

A^-f-(C- B)nci-hFn^-hb"gmL = o,

B g -(- (A - C)«/^ - Gn^ - a"gML = o.

Aux variables p et ^, nous substituerons leurs expressions en fonc-

tion de a", b" et de leurs dérivées, que l'on tire des équations (6).

Remarquons d'abord qu'en vertu de la relation

a"^-+-/'"-+c"= = i,

la quantité c" ne diffère de l'unité que de quantités du deuxième ordre

Faisant donc c"= i et remplaçant r par n, on tire des expressions (6)

de db" et da"

(i3) p = an+—, q^bn-—;

il s'ensuit

, ,, dp da! d'b" dq db" d'à"

Mettant ces valeurs dans les équations (12) et posant pour abréger

(i5) K = gML,

on aura

(16)

A^ -h (A + B - C) X^ -t- [R 4- (C - R) n-]b" + F «= = o,

B^!^ 4- (A + B-C)n4^ - [K+ (C - A)7rla"- Gn' -= o,
dt''

^ dt ^

équations linéaires du deuxième ordre, à coefficients constants et fa-

ciles à intégrer.
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Pour simplifier, nous poserons

IE

= (A + B — C)n,

V = K + {C-B)n\

En outre, et dans le but de faire disparaître les termes constants, nous

ferons

j Urt"-f-G/t==:UÇ,

(>8)

'

.r" et y étant de nouvelles variables, et X une constante dont on trou-

vera plus loin la signification géométrique. Par l'introduction de ces

variables, les équations (16) deviendront

( . d'Y" „ d.v"
, ,^ „

On aperçoit immédiatement que ces équations peuvent être satis-

faites par des solutions de la forme

(20) jc"= a cos [mt -h fi) , j"= ^ sin[int -h y}) ,

où a, Yj et m désignent des constantes. En effet, par la substitution de

ces valeurs dans les proposées, il vient, suppression faite des facteurs

communs,
- A/3m= — Eam + V/3 = o,

— Ba/n^— E/S/n + U« = o;

d'où, en posant

(.1) i={.
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l'on déduit cotte double expression de /

I
I.I» U — Bot'

^^^^ ' = V-Aot== Eot
'

et l'équation caractéristique propre à la détermination de m

(23) AB/w^- (AU + BV-f-E^)m«|-t-UV=o.

En résolvant cette équation, il vient

(24) m^= Vi__ ^_4 .

mais la forme trigouométrique ne conviendra à la solution qu'autant

que les deux valeurs de ?n- seront positives. Par u!ie simple transfor-

mation de la quantité sous le radical, on exprime la condition de

réalité des valeurs de m^ comme il suit :

(a5) (AU- BV)--H 2(AU + BV)E^-+-E^>o.

Or on reconnaît aisément que, dans les meules horizontales, on a

(26) C - A > o , C — B > o :

la quantité K (i5) étant d'ailleurs positive, U et V sont positifs; ce

qui suffit pour satisfaire à la condition précédente. Enfin, les quatre

quantités A, U, B, V étant positives et la condition (aS) satisfaite,

l'équation (28) n'admet pour nr que des valeurs positives.

Lorsqu'au lieu d'employer immédiatement la forme trigouomé-

trique, on fait usage d'exponentielles pour intégrer les équations

linéaires, on doit considérer successivement les racines positives et

négatives de l'équation caractéristique; mais cela est inutile avec les

fonctions trigonomélriques, car leurs expressions en exponentielles

imaginaires comprennent les deux signes positif et négatif des expo-

sants. Nous nous bornerons ainsi à considérer les deux valeurs posi-

tives de m. Distinguant ces valeurs par les indices 1 et 2 et affectaiu

des mêmes indices les valeurs correspondantes des constantes arbi-
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traires, nous aurons pour intégrales complètes

i. Ji-"= a,cos{m,t-h E,) -h aoCOs(/Wo< -h Ej),

les valeurs de /, et i\ étant celles que donne l'une ou l'autre des ex-

pressions (22) de /, en y mettant successivement pour valeur de m
celles de m, et nin.

Ces intégrales contiennent les quatre constantes arbitraires a,, s,,

«2, £0, qui seront déterminées par les circonstances du mouvement
initial [*].

Les équations (18) donnent actuellement, pour valeurs de n" et b".

G/ï'
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vement a ^^-^ et lorsque R est égal à zéro. Ces valeurs restent

ainsi comprises entre zéro et l'un ou l'autre des deux rajiports que
nous venons d'écrire; ces rapports sont d'ailleurs de petites quantités,

en vertu de la petitesse de F et G relativement à C — A ou C — B.

(Nous n'avons prss à examiner le- cas singulier où K et n seraient si-

multanément nuls, ce cas étant étranger au problème actuel.)

sions
( 22) de /, il vient immédiatement '' = i , d'où /=± i; mais cela n'éclaircit pas

la question. Formant la valeur de m\ on a

, 2AUH-E'zhEv4AU-f-E'
m -= !-!

2 A'

et le numérateur de la deuxième expression de / devient

U — Am== (Erhi/lAU H- E=).
2A ^ ' ^

Si l'on joint à la rel^ition A = B, la suivante E = o, les deux valeurs de m' sont

d'où

^l'

et celle de /, qui prendrait la forme ° si l'on n'y supprimait pas le facteur E commun
à ses deux termes, se réduit à

^Jl

valeur qui, en vertu de celle de m, donne la double solution

A la faveur d'une indétermination apparente, la valeur de /. qui ne semblait sus-

ceptible que d'une solution, en acquiert deux distinctes.

On peut s'assurer que les intégrales (27) que l'on forme avec la valeur simple de m
et les deux valeurs de / conservent le degré de généralité nécessaire à la détermina-

tion des quatre constantes a,, £,, aj, Sj, en fonction des valeurs initiales de c", 7" et

de leurs dérivées par rapport au temps.

Le cas de E =: o répond à A = B = | C.
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1

Les valeurs de a!' et /;" étant obtenues, on déduira les valeurs de

9 et Ô par les formules (7)

l sinô siny = — «",

' sinS cosy := — h"

.

(29)

Il reste à déterminer l'angle •\. A cet effet, la troisième équation (8),

en y faisant cos0 égal à l'unité et remplaçant r par n (1 1), donne

d'^ = d<p — ndt
;

d'où, en intégrant,

(3o) I = ç) — [lit -+- x),

X désignant la constante.

Par là, on voit que le mouvement du nœud est rétrograde tant que

— — Il est une quantité positive; il serait direct dans le cas où cette

différence serait une quantité négative.

Enfin il peut être utile de connaître les valeurs des neuf cosinus (4),

dont trois a", h", c" viennent d'être déterminés. Or, si l'on fait, dans

les équations (7), cos5 = i, et que l'on y mette pour 'i — ^ sa valeur

nt + Y. que fournit la relation (3o), on aura, en vertu des trois der-

nières équations (7), pour les six autres,

a = -(- cos(n/ -f- x),

b = — s,in{nt -h x),

c = — a"cos{nl + x) -1- h" sin{ ni -+- x);

a' = -\- sin(7i^ 4- x),

b' = -h cos [nt -+- x),

c'= — a"s\n{nt + x) — b" cos{nt -+- x).

(3o bis)

La détermination des valeurs des trois angles f, B, ij;, que nous ve-

nons d'effectuer, suppose connues les six quantités A, B, C, F, G, H,

la masse totale M, la distance L de son centre de gravité au point de

suspension et les constantes initiales du mouvement de rotation; elle

constitue une théorie générale de ce mouvement. Il reste à fair voir
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comment un système convenable d'observations peut permettre d'ob-

tenir les valeurs de F et G, qui intéressent particulièrement le pro-

blème de l'équilibrage des meules horizontales. Pour y parvenir, nous

aurons à examiner de plus près tout ce qui se raj)porte à la consti-

tution mécanique de la meule et h présenter la signification géomé-

trique des auxiliaires jc" et j'".

4. Moments d'inertie et autres constantes. — Les quantités très-

petites F et G sont divisées dans les expressions (28) de a" et b" par

V et U. Or, comme les valeurs de a" et b" sont du premier ordre et

que nous ne poussons pas l'approximation au delà, on voit que les

termes du premier ordre peuvent être négligés dans le calcul de V
et U. De là résulte que le calcul des moments d'inertie d'où dépendent

les fonctions U et V, suivant les relations (17), peut lui-même être

effectué en faisant abstraction des faibles irrégularités de la figure de

la meule et d'un léger défaut d'homogénéité. Par la même raison, on

peut négliger la masse métallique sur laquelle porte le point de sus-

pension ou l'anille et les cavités dans lesquelles se meuvent les masses

mobiles servant à réaliser l'équilibrage.

Au reste, pour ne p is laisser subsister aucun doute sur l'influence

des quant ilés négligées, en ce qui concerne les propriétés du mouve-

ment de la meule, nous introduirons ultérieurement deux termes cor-

rectifs destinés à tenir compte en grande partie de ces quantités.

Dans le calcul suivant, nous considérerons la meule comme un

solide homogène compris d'une part entre deux plans parallèles et

d'autre part entre deux surfaces cylindriques concentriques. Soient :

H la distance des deux plans ou l'épaisseur de la meule, r„ et r,

les rayons des cercles directeurs de la surface cylindrique intérieure

et de la surface cylindrique extérieure; les expressions des moments
d'inertie (2) seront

(3i)
A = B=:M[L=+AH^+i(r? + r^)],

C = m\{r\+rl).

Posons

(32) iK^=i(r1_ ( ,.2

1
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en sorte que âi désigne le rayon de gyration autour de l'axe des z,,

puis

(33) jS':

les expressions précédentes deviendront

C = Ma=,
(34)

De cette dernière, on tire

(35) C-A = C-B = iC(.-|S'j,

puis

A -t- B - C = CP',

et l'on a, suivant la première équation (17),

(36) E = C/î/3'.

Des expressions (35) ou déduit, suivant les autres équations (17),

(37) = ^ = K, + iC(i-/3')«^

Soit

(38) «'=,^'

ou, en vertu de la relation (i5),

„ .
,

ML
(39) « = ^&(j7='

les valeurs de U et V pourront s'écrire

(40) U=V = iC/v-(i - /3'+ a').

Au lieu de calculer m- à l'aide de son expression générale (24), il

sera plus simple d'introduire immédiatement dans la (ioubl? t^xpres-
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sion (22) de / la conséquence U = V de l'hypothèse A =- B. On a

ainsi

T. m U— Ato=

U — Am' E/« '

d'où, en faisant le produit de ces deux expressions,

(4>) P=i,

puis

Am^ -+• iEm ^= U.

On lire de cette dernière, en ayant égard à la précédente,

?7l = 2
2A

Ainsi qu'on l'a vu plus haut, nous n'avons à considérer que les

valeurs positives de m. Or, A et U étant des quantités positives, le

radical sera toujours > — /E; nous devons donc n'employer que
le signe positif devant ce radical.

Des relations (34) et (4o) on déduit

4AU = C^/r[i-/5'= + (i + /3')«'];

d'où, en vertu de la valeur (36),

E- + 4AU = C^-n-[i -4- (i + /5')a'].

En ayant égard à la même relation et à la deuxième équation (34), on

obtient la valeur suivante de m :

42) m = ^ ^-^ P^.

Nous écrivons ici \/n^ et non simplement n, parce que la constante n

eut être positive ou négative.)

Actuellement distinguons par les indices i et a les deux valeurs
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de / et les valeurs correspondantes de Jii; nous aurons, en vertu de (4 i)i

(43)

/,_-!, m,- ^-^, ,

Avec les quantités m, et m,, nous formerons les combinaisons sui-

vantes, dont il sera fait usage plus loin,

(44)
i,. = iim,-,m,),

ou

43
'

«S'
V — "^

La valeur de ^x peut, en vertu de la valeur (Sg) de a', s'écrire encore

2ffML
,

pais, eu égard à l'expression (34) de C,

[*] si l'on met la valeur de ;* sous la forme

^=y/„»[, + ^,(, + p'.)],

en posant

, n'A'
H'= ,

la quantité H' exprimera la hauteur due à la vitesse d'un point situé à l'extrémité du
rayon de giration Si; et l'on aura

H'

Les enfants ont un jouet dont la théorie rentre dans celle de la meule de moulin :

ce jouet consiste en un disque cylindrique trùs-aplati et traversé par une aiguille
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Au moyen des valeurs (43) de ;', et /o, les formules (27) deviennent

(47)
I

j:"=: -4- a, cos(m, < -1- £,) -4- c?. cos(mn t + £,),

(_/"= — a, sin [m, t + z^) -\- a.^ sin [m^ t -\- z^)-

On peut remarquer que, dans le cas de l'égalité des racines /», et m.,

de l'équation caractéristique, ces formules ne tombent pas en défaut,

comme celaaurait lieu si l'on n'avait à intégrer qu'une seule équation

linéaire.

Formons enfin les valeurs de — et — qui entrent dans les expres-

sions (28) de a" et b" : nous aurons

an'
I / o\ _ _ zll -
^-^

' U " V ~ 2K-hC(i — fi')/i-
— 2^ML -)-C(i — p'jn» ~ C(! — p'-f-a')'

5. lîijluence d'une petite différence entre les moments d'inertie A

et B, — Dans ce qui précède, nous avons supposé les moments

d'inertie A et B égaux entre eux; d'autres causes que l'irrégularité de

la figure de la meule et son défaut d'homogénéité doivent amener une

différence entre les valeurs de A et B : ainsi la barre métallique ser-

vant de support à la meule ou l'anille, et les cavités plus ou moins

remplies qui contiennent les masses mobiles destinées à réaliser l'équi-

libre dynamique, sont généralement une cause de différence entre les

moments d'inertie A et B. On doit toutefois remarquer que si les axes

des Xi et j,, dont la direction dans le plan qui les contient est arbi-

traire, sont situés dans des plans méridiens faisant avec l'axe trans-

versal de l'anille un angle de 45 degrés, la différence dont il s'agit

disparaîtra, en ce qui concerne l'anille. Il en sera de même pour les

dont on peut négliger la masse par rapport à celle du disque; il se distingue d'ailleurs

de la meule de moulin, en ce que le centre de gravité est au-dessus du centre de

rotation. I. étant une quantité négative dans cet appareil, la condition pour que u-

soit réel, ou pour que l'appareil ne puisse effectuer que de petites oscillations par rap-

port à la verticale, est donnée par l'inégalité

H'>-L(i-f-?').

La limite inférieure de la vitesse de rotation n est ainsi déterminée.
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cavités supposées égales et également distantes de l'axe de figure de

la meule, si leurs axes sont dans les mêmes plans méridiens que les

axes des jt, et j',. C'est ce que l'on reconnaît sans recourir au calcul.

Nous allons rechercher les corrections que doivent subir les valeurs

de i et de m trouvées dans le numéro précédent, pour avoir égard à

l'existence d'une petite différence entre B et A, différence que nous

désignerons par (?E, en posant

(JB = B - A.

Les équations (22) d'oui se tirent i et m peuvent s'écrire

En vertu des équations (17), on a

c?E = nàB, OU = o, âV = - «-5B.

Différenliaut les précédentes équations et y substituant les valeurs

de 5E, 5U et ôV, on trouve

{Y — A m-) 0/ — {2 Aim + E) 5/?^ = + {itr -t- mn) §B,

Emài -h (2B/n -+- EL)oni = — {in^-h iinn)âB.

Multipliant la première par i, remplaçant B par A et ayant égard à la

relation (4i) et à la première (49)7 i' vient

Emâi — (aAm + Ei)èin — +- («-+ z//2/i)c?B,

Emài + [ikm + Ei)âin — — (m" 4- iinn)â\j.

On tire de celles-ci

iEmdi = - [m'- «')5B,

2{2Am -4- E/')§m = — (m-+ •i.imn -+- rt-)ôB,

ou, en vertu des relations (34) et (36),

2Cra«i3'5« = - (m= - «=)(?B,

2C[«i(i + /5') + n(i'i]^m = — (m^+ litnn -t- «-)c?B.
/o

Tome XV (2' série). — Novembre 1870. 4^
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Pour simplifier, nous supposerons que la quantité u! (Sg) est négli-

geable par rapport à l'unité; celle quantité est petite, parce que L est

une petite quantité et n un nombre assez grand dans la question qui

nous occupe. Dès lors la valeur (/p) se réduit à

— inW A- \[n-

et l'on a

Cs/«^ âm = - -
-j^zTff ^B = - „,^_^ ^B.

Mettant la valeur précédente de m et ayant égard à la relation (34),

il vient

n

,. I
"

v''"' SB

^.--^P' ^

n

âm =^ n- fi rr —
2 I + fi' A

Dans l'application de ces formules, on devra donc distinguer les deux

cas de n positif et ?i négatif. En conséquence des relations (43) on

n positif

(
c?/. =o, âL = ---~,^4' ^,'^- = ---A7

\

' ' -
I — ,8' A ' 2 I -(-

fl

)» % n SB ^ i n SB
I
OUI, — o, dm., = -7 —) ov = H —

;

[

' -
I -r p' A a I + p' A '

; ^.
,

I -îB .. ., in SB
[ 0^1 = H — , âi. = o , au. =4 —

,

.r \
I — S' A ' 2 I -(-

fi A
;/ negalit <

J j» " SB ^ j. 1 « SB

\
H- p' A -

2 1 -I- S' A

Nous ferons remarquer que les corrections oi, et di^ de /', et /^ de-

vant multiplier respectivement se, et «2 dans l'expression (27) de y",

et ces dernières constantes étant assujetties à la condition d'être très-

petites du premier ordre, nous devrons négliger les produits «, ai, et
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«2 c?/2, puisque nous négligeons les quantités du deuxième ordre; au

contraire, il est nécessaire de tenir compte des oui, et âin^, parce que
ces quantités entreront en facteurs du temps /. 11 suffira ainsi d'appli-

quer aux valeurs de m, et m^ leurs corrections, dans les expressions (47)

de jc" etj-".

Posons

les valeurs corrigées de m, et m, pourront s'écrire, suivant que n sera

positif ou négatif,

(5i) ou

_ v/.+a'(.+n-(P'+ a7') „, _ v/l + a'(. + r) + P'

Les valeurs corrigées de (x et v seront d'ailleurs

(,^ positif: fx = + nV(I±Z[[±ZLll', v = «&:±^',

(5.)
'"P '^P

l
« négatif: p. ^-n ^^Tf

' ^^ = « 7:^ '

En réalité, dans ces deux cas, les valeurs de p, sont égales et de

mêmes signes, tamiis que celles de v sont égales et de signes con-

traires. Il résulte de là et de la petitesse supposée de 7', que p. doit être

considéré comme essentiellement positif.

Les relations (4) donnent

(53) m, =^ fx -t- V, in^ — p. — v;

mettant ces valeurs dans les équations (47)» il vient

( x"= + a, cos(a/ + vt -\- s,) -<,- a^cosiiJj — v/ + £,),

(54 ) 1

I
j'"= — a, sin ' p.i -<- v/ -f- s, ) -f- «2 sin {(jJ — vt -+- £,)•

43.
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Par les motifs énoncés plus haut, nous nous dispenserons d'appli-

quer aux valeurs (48), des corrections relatives à la différence B — A.

6 Calcul jyius exact des moments d'inertie. — C'est uniquement

pour moiiis fatiguer le lecteur que nous n'avons pas immédiatement

présenté un calcul des moments d'inertie plus conforme aux circon-

stances de la pratique. La masse de la Licule ne se compose pas d'un

simple disque de pierre meulière : pour économiser cette précieuse

matière, on donne à la uieidière une épaisseur qui ne dépasse guère

o'°,22, et on lui superpose une couche de plâtre d'environ o"\i4; ce

qui produit en apparence, une épaisseur totale de o™,36.

Soient : S le centre de rotation de la meule, G son centre de gravité,

et, tomme plus haut, M sa masse, H son épaisseur, L la distance de G
au-dessous de S. Relativement au disque supérieur (plâtre), désignons

par m' la masse, h! l'épaisseur, s' la distance de son centre de gravité

au point S; nous désignerons par les mêmes lettres avec deux accents

les quantités de même espèce qui !-e rapportent au disque inférieur

(meulière). Enfin, soit s la distance du point S, au-dessous de la surface

de séparation des deux disques; nous aurons

(55)
s' = \ h' + s,

s"=\h" ~ s.

Pour la symétrie des calculs, nous introduirons la différence w" — m'

des masses composantes, cjue nous désignerons par m, de telle sorte

qu'on ait

i M = m" -h m',
(56)
^ ' I m = m" — m'

;

d'où

^ '
I m' = |(M - m).

Si nous prenons les moments des masses par rapport au plan de sé-

paration des deux disques, nous aurons

(58) M{L-hs)=:i{m"h"- m'h').
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En appliquant la première formule (3i) au calcul des moments A

et B, ou aura

(59) A = B = m'[^'»+ y^//=+i(/7 + 0]-)-m''[i''^+ f^r^+K'I + '-o)]-

Nous introduirons encore la différence h des épaisseurs des. deux

disques en posant

(
H n:-- h" + h\

(^°) \h^U--h';
d'où

^"'^ U' = i(H-^).

Au moyen de ces valeurs, la relation (58) devient

2M(I. -^s) =|(M-f-m)(H + A)- {(M - >h){H - //) = pI/iH- ^mH;

d'où

(6.) . = i(/i + >)-L.

Mettant cette valeur et celles de h" et h' dans les expressions (55), il

viendra

Ces valeurs, ainsi que celles (Sy) et (61), étant substituées dans (Sg),

on trouve d'abord

A = B^M[±H^(,^;^)-ilIL^4-L-K^(H^-./.^)-,^(,ï.-.^)]

puis ensuite
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En comparant cette expression à (3i) et ayant égard à la pre-

mière (34)> on voit que la valeur (3i) doit recevoir la correction •

Or, si l'on conserve entre A et C la relation (34), il faudra appliquer à

la valeur de ^' qui lui correspond, la correction

(«) *P'=4^.[5''-->"(3ff-;S)]-

Il est visible, même en l'absence de données exactes sur les densités

des matières formant les deux disques, que cette correction est très-

petite.

Dans le calcul qui précède, il n'a point été tenu compte de

l'irrégidarité de figure et du défaut d'homogénéité des deux disques

composants; on a négligé également, pour ne pas compliquer les

calculs, d'avoir égard à l'existence des armatures métalliques qui

servent à consolider la meule. Or, si l'on remarque que les valeurs

de m, et par suite celles de fx et v, dépendent seulement des rapports

des moments A et B et de la quantité R au moment C, on reconnaît

qu'on tiendra compte de toutes les quantités négligées, en appliquant

à a' et j3' de petites corrections indéterminées da' et <?^j3'. Soient donc

(
«'corrigé = a' -f âa'

,

^^^^
f

jS' corrigé = /3'+cJ/3'-f- (?-/3',

op' étant la quantité calculée par l'équation (63) et a' et j3' les valeurs

fournies par les formules (38) et (33); les valeurs de m ou de /jt et v

pourront être considérées comme exactes.

Nos développements légitiment la forme attribuée à ces constantes

dans une première approximation, et ils permettent d'en calculer à

priori les valeurs numériques avec un degré d'exactitude qu'on se

figurera en attribuant aux déterminées âtx', ô^jS' et y' des valeurs limites

faciles à assigner.
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7. Interprétation géométrique des résultats obtenus. — Supposons

que, la meule étant enlevée, on établisse un style mobile le long d'un

axe vertical qui passe par le centre de suspension. D'autre part, ima-

ginons un plan lié au système des axes mobiles et parallèle au plan

des a:,, ^',, dont l'ordonnée z, soit égale à X; par exemple, celui de

la face supérieure de la meule rendue parallèle à la face inférieure, et

recouverte d'une feuille de papier ou de carton mince.

Lorsque la meule sera remise en place et qu'on lui communiquera un

mouvement de rotation, le style tracera, sur le papier ou le carton, un

diagramme qui va nous fournir une interprétation géométrique frés-

simple et les éléments très-simples également d'une solution du pro-

blème de l'équilibrage.

La face inférieure de la meule étant rendue horizontale, le style

marquera la trace de l'axe des z, sur le plan considéré. De ce point, que

nous désignerons par O', on mènera deux axes rectangulaires, paral-

lèles aux axes mobiles des x, et j",. Ces derniers étant arbitraires, il

revient au même de considérer la situation des axes menés par ()'

comme arbitraire, et celle des oc^^jf comme assujettie à leur être pa-

rallèle.

Ceci posé, les relations entre les coordonnées .r,, /,, r, rapportées

aux axes mobiles, elles coordonnées rapportées aux axes fixes des

X, y, z, sont

i Xs =: ax H- a'j -4- rj"r,

(65) j, = hx -h b'r -\- b"z.

t, = CJT -1- t.'j- + C Z.

Le lieu de l'intersection de l'axe du style avec le plan du diagramme

mobile, pendant le mouvement de la meule, s'obtiendra en faisant

z, = X, puis j: = o, z = o; or, c" ne différant de l'unité que de quan-

tités du deuxième ordre, on aura par la troisième équation précédente

X = Z|, et les deux autres donneront x, = «"X, f^ = b"\. Pour plus

de commodité, nous désignerons les coordonnées de la courbe trncée

sur le diagramme par .r' et j' ; nous aurons ainsi

(66)

x' ^= a"X,

f^b"l.
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Posons maintenant

(67)

- u

w - -i

^"'

les équations (28) nous donneront

(68)
x'=S,'+ x".

Il résulte de là que les auxiliaires x" et jr" sont les coordonnées de

la courbe tracée par le style vertical sur le diagramme, rapportées à

des axes parallèles aux x, et J^, et ayant leurs points de croisement

en un point O" dont les coordonnées sont £' et jj'. On doit remarquer

que ces coordonnées varieront avec la vitesse; mais, en raison de la

nature des quantités U et V qui dépendent aussi de la vitesse (48), ces

variations seront insensibles pour les valeurs de n qui sont pratiquées

dans les minoteries. Soit p' le rayon vecteur qui joint un point de la

courbe à l'origine O'; on déduit des relations (29) et [Ç)Ç))

(69) sin=5 = P~

Le rayon vecteur 0' sert ainsi de mesure à l'inclinaison de l'axe de

la meule par rapport à la verticale. En menant par le point de suspen-

sion une droite perpendiculaire au plan vertical qui contient p', on a

la direction de la ligne des nœuds.

Il nous reste à faire connaître la loi du mouvement suivant lequel

est tracée la courbe du diagramme.

8. Nature de la courbe décrite. — On déduit des relations (54)

i
x"cosv/ — >" sinv/

=

-I- c^i cosfa? -;-£,) -I- «2 cosf'jL^ + î.,\

(70)
'

I ^. 1; .: V.

' x" sinvï -^- j" cosvt = — a, sin{ix.i -+- £,) + (/.^ sin(p.f + s-,).

Les seconds membres de ces équations, étant développés, deviennent
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respeclivement

+ [a, cose, -I- «2 cossi) cos^jt,^ — (a, sins, + ex^ siiUa) sinp.^,

— (a, sins, — «a sinsajcosp-f — (a,cos£, — aacosgj) sinjxï;

si donc on pose

R cosn = a, cosE, + «2 cosEa

,

R siiill = a, sins, 4- «a sinsoj

— p cossr ^ a, cose, — «2 cossa

,

— p siiiro = a, sins, — ao sinsai

les équations (70) donneront

^ (^-''cosv^ —y sinv^) = cosIIcosp.< — sinlTsin/xf,

-(a:" sinvi +j""cosv/) = sinz? cosfif + costssinjj.^,

et les quatre constantes a,, £,, ao, £2, seront remplacées par les

quatre nouvelles constantes R, II, p et ra. On déduit aisément de ces

équations

x"(- cosllsinv^ — gsinc7COSv«j + j'M -cosll cosv< + ^sinwsinvM

= cos(n — sy)sinp.<,

j"(-sinll siny^ + ^coswcosvA +/"(- sinllcosvf — ^cosrosinv/j

= cos(n — zs) cosp-t.

En élevant les deux membres au carré et ajoutant, on éliminera p.<;

après quelques réductions, il viendra

"j"[^sin(n -w)cos2v« + ^(p4-^) sin2V«]+ 2X

cos^(n — W).

Tome XV (2' série). — Novemube 1870. /t4
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Soient, pour abréger,

' u = -^smiU — w) sin2v« — -(\ — ^)cos2V<,

S = Î(^-^^)^

l'équation précédente deviendra

(73) x"\S + u) -4- j"-(S - î/) -+- 2.r">-"P = cos^(n - ro).

Si l'on fait abstraction un instant des variations de u et v, on pourra

considérer le lieu géométrique des points [x", y") comme appartenant

à une section conique dont le centre est à l'origine de ces mêmes

coordonnées, puisque l'équation (^3) est privée de termes impairs.

En ayant égard aux variations de u et v, on pourra encore regarder

la trajectoire comme une section conique ayant son centre à l'origine

des coordonnées [x", y"), mais dont les axes pourront varier soit en

grandeur soit en direction. Déterminons actuellement la direction et

la grandeur des axes. A cet effet, soient : x el y ['] les coordonnées

rapportées à un nouveau système d'axes de même origine que celui

des,z", j"; s l'angle de l'axe des x avec celui des x", compté versj";

nous aurons, entre les deux systèmes de coordonnées, les relations

( x"= a-cos£ — y sine,

(74)
( J-"

= ar sin £ -i-j- cos£ ;

on en déduit

(yS) < x"^ —^"-= (.X- — ^-) cosae — 2jysin2£,

( 2a:">'"= [x- —f-) sin2£ + ixj co?>2i.

[*] Ne pas confondre ces nouvelles coordonnées avec les x et y qui figurent dans

les équations (65) : nous devons faire la même remarque à l'égard d'autres lettres

employées dans ce numéro avec des significations différentes de celles présentées au

commencement de ce Mémoire.
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Substituant ces valeurs dans l'équation (73), il vient

l 6) \
("^''^/^)^+(-^*~J''*)("C0s^'-'"'^sin2£)— ax/(Msina£— i^cosac)

( = cos^(n — ct).

Pour que l'axe des x devienne un des axes de la courbe, il faut que
le rectangle xj disparaisse. A cet effet, soit Z le coefficient de x^ — j",
nous aurons les deux relations

(77)
Z = «cos2e + p sin 2£,

o = « sin2£ — pcosas;

d'où l'on déduit, en élevant au carré et ajoutant membre à membre,

(78) Z^=M»+i;\

En conséquence, l'équation (76) devient

(79) r*(S-f-Z)+jr=(S-Z) = cos='(n -tj).

D'autre part, l'équation (78) donne, en ayant égard aux deux pre-

mières équations (72),

(«°) ^=î(?-é)'+?i-''i"-='),

et l'on a, par la troisième équation (72),

de celles-ci on tire

I

ou

S^-Z^ = -^.-^s.n^(n-t.)

(82) (S - Z) (S - Z) = -^ cos^n - t^j.

Cette relation montre que les facteurs S 4- Z et S — Z sont de même
44..
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signe; comme d'ailleurs le second membre de l'équation (79) est po-

sitif, il en résulte que ces facteurs sont également positifs: la trajectoire

est par conséquent une ellipse dont les demi-axes j^aralleles aux x et jr

sont respectivement

,g3^
^cos^n_-^

^,
^cosM^

z

Les valeurs de Z^ et S' (80) et (81) étant des quantités constantes,

il s'ensuit que les demi-axes de l'ellipse mobile conservent des gran-

deurs invariables, dépendant uniquement des constantes du mouve-
ment initial.

9. Mouvement des axes de l'ellipse mobile. — Substituons dans les

équations (77) les valeurs (72) de u et \>, nous aurons

'M)

z = + -^ sin (n - jj) sin 2 (v^+ -
^(^,

~ ^) cos 2 (v< -t- £),

o = -sinfn — w)cos 2 fv <-!-£) ( - — ttA sin 2(v< -1- «);pR ^ ' ' 1 \p- R- /

de la seconde de ces équations, on tire

(85) tang2(v<H-£) = - '
^

L'ambiguité que présente la valeur de ^{yt + s.) a pour conséquence

d'attribuer à cet angle deux valeurs qui diffèrent de 180 degrés; £ prend

en conséquence deux valeurs qui diffèrent de 90 degrés : mais le ré-

sultat de cette ambiguïté est simplement la permutation des axes x
Ql j l'un dans l'autre, sans que les positions des divers points de la

trajectoire en soient affectées.

Il est à remarquer que la valeur de l'angle v< + £ que l'on tire de

l'équation (85) est une constante. Soit So 'a valeur de cette constante;

on aura

(86) £ = £0 — v^
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et

La relation (86) montre que les axes de l'ellipse tournent d'un

mouvement uniforme autour de l'origine O". En se reportant à la

valeur (Sa) de v et observant que /3' et y sont des fractions peu

considérables de l'unité, on reconnaîtra que le déplacement des axes

mobiles est faible par rapport au mouvement de rotation n; si l'on

suppose, comme cela est admissible, la somme jS'+y' positive, le

mouvement des axes sera rétrograde ou direct, suivant que le signe

de n sera positif ou négatif.

La valeur de la constante £« <^t celles des axes peuvent s'exprimer

très-simplement au moyen des constantes primitives a,, £3, «j, Sj. En

effet, on tire des équations (71) les relations suivantes :

R- = a^ + «2 4- aa, ocn cos(£2 — £,),

d'où

(88)

puis

3^ = a, -H «2 — 2a, «a cos(£j — £,

|(R*-|-p=) = ar+a?,

|(R''— p-) = 2a, a2Cos(£2 — £,);

— pRcosIIcosCT = «^cos^£, — a^cos'^Sa,

— pR sinll sinra = af sin*£, — al sin^£2,

— jsR sinllcoscr = a^sin£, cos£, — a^sinE^cosEj + a, a^ sin(£3 — £,),

— (oRcosII sinsr = a'Jsin£, cos£, — 5<;sin£2C0se3 — «, a, sin(£j — £,);

de ces relations on déduit

— (3Rcos(n — rs) = x'I — 0.1= (a, -+- «2) {ex» — «2),

^
I
— pl^ sin(n — w) = 2 a, a2sin(£2 — £,).

Multipliant haut et bas par ^ pB. le deuxième membre de l'équa-
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tion (85), on le trouve, en vertu des relations (88) et (89), égal à

tang(£2 — e,
) ; on a donc

(90) 2£o = ^2 — S)-

La valeur (87) de Z donne, en vertu des mêmes relations,

(S^R^Z = — a a, a, [sin(£2 — £,) sinaSo -+- cos(e2 — s,) cosasoj,

ou, en ayant égard à (90),

(91) p'^R-Z= 20., Un-

De la troisième équation (72) et la première équation (88), on tire

p^R^S = ai-hul

Les deux équations que nous venons d'écrire donnent

p=R=(S-+-Z)= (a, -a,)\

p^R-(S-Z) = {a,-ha,Y:

on a d'ailleurs (89)

/5-R^cos^(n — ct) = (a, -^ aa)*(«« — «a)*-

Au moyen de ces relations, les valeurs des demi-axes respectivement

parallèles aux jc et j- deviennent

(92) \l{«, -h «2)" et s/{x, — «2!
2

Les formules (90) et (92) remplacent avantageusement celles données

sous les n°» (85) et (83).

Soit T la durée de la révolution des axes de l'ellipse, on déduit de

la formule (86)

(93) T = ±î;I:

or, si l'on désigne par la durée de la révolution de la meule auloii
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de son axe
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substituant ces valeurs et celles (96) dans (97), il vient simplement

(98) g = ip.(«^-«?)-

On en conclut que le rayon vecteur décrit, dans l'ellipse mobile, des

aires proportionnelles aux temps, lesquelles dépendent seulement de

la constante p. et des constantes «, et aj du mouvement initial : le sens

du mouvement dépend du signe de la différence («^ — a^); nous

avons vu en effet, n° o, que p. est une quantité essentiellement positive.

Soit Y l'aire de l'ellipse; on aura, en vertu des valeurs (92) des

demi-axes,

(99) T = 7:v(«i-«fj%

et la constante des aires deviendra

^ H 1 ï T
de 1 T.

expression dans laquelle on devra prendre le signe de {a.\ — a\). On

en conclut, pour la durée r d'une révolution du rayon vecteur par

rapport aux axes mobiles,

(100) T = zt — :

en comparant cette durée a celle (94 j d un tour de la meule, on trouve

Si l'on se reporte aux valeurs (5a) de /jl, si l'on se rappelle que |S',

a' et y sont de petites fractions de l'unité, on reconnaît que les du-

rées T et seront peu différentes.

ÉQUILIBRàGE DE LA MEULE.

11. Première méthode. — Dans les numéros qui précèdent, il a été

établi que la courbe tracée par le style vertical passant par le point de
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suspension peut être considérée comme un ellipse dont les axes tour-

nent autour de son centre, d'un mouvement lent par rapport au mou-

vement de rotation île la meule, tout eu conservant leurs dimensions.

Ces dimensions dépendent uniquement des constantes initiales du

mouvement. Quant à la loi du mouvement sur le contour de l'ellipse

mobile, il est tel (pie les aires décrites par les rayons vecteurs menés

du centre de l'ellipse et comptées des axes mobiles sont pro|îortion-

nelles aux temps.

La courbe tracée en réalité sur le diagramme se trouve dès lors

comprise entre les deux circonférences de cercle concentriques, dont

les rayons sont égaux respectivement au demi-gi-and axe et au demi-

petit axe de l'eliipse. Os deux circonférences servent, pour ainsi dire,

d'enveloppes extérieiu'o et intérieiue à la courbe tracée. La courbe se

réduirait à un cercle dans le cas particulier où les deux axes de l'ellipse

se trouveraient égaux. Cette circonstance répond au cas où l'une

des deux constantes «, et a^ serait nulle. Signalons encore deux cas

particuliers : si les valeurs de ces constantes sont égales, la courbe

dégénérera en une ligne droite qui n'en aura pas moins pour enveloppe

une circonférence de rayon égal à la valeur comnunie des mêmes
constantes; enfin, si ces deux constantes sont simultanément nulles,

la courbe se réduira à un point qui coïncidera avec le point ()".

Il sera facile, dans tous les cas, de fixer sur le diagramme le centre

des deux cercles-enveloppes, ou celui du cercle unique si les deux

enveloppes se confondent.

Les coordonnées du centre commun de ces diverses trajectoires ont

été désignées par ^' et yj'. Les axes des a?, et j,, auxquels elles sont

parallèles, ont pour origine la trace du style faite sur le diagramme

lorsque la face inférieure de la meule est rendue horizontale.

Nous supposerons que les centres de gravilé des masses réglantes

ne puissent se mouvoir que dans le sens perpendiculaire à la face infé-

rieure de la meule, ou parallèlement à l'axe des ^,

.

Soient /«,, m^ ces deux masses réglantes; x,, > ,, z, ; .r„, y^^ z.y les

coordonnées de leurs centres de gravité.

Désignons par Fo et G,, l'ensemble des termes de F et G, à l'exception

de ceux correspondant aux masses m, et }7i2', nous aurons, suivant

Tome XV (i' série). — Novembre 1870. ^0
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les équations (2),

F =: F„ + m, j-, z, H- fu. j2 z.,

G = Go-I- '«I X, :, + m^ x^ z,,

et les variations de ces quantités, dues aux déplacements des deux

masses dans le sens parallèle à Taxe des z,, seront

(?F = nu Ji àz, + ^2 J2 o'^s,

(JG = /«, X^ fîZ, + /H2 -^2 ^•^2-

On se rappelle que les conditions à remplir pour l'équilibrage sont

que les valeurs de F et G, modifiées au besoin, s'annulent. Après le

déplacement des masses, ces valeurs deviennent F + 5F, G + J'G;

on doit donc satisfaire aux conditions

(102)
F + 5F =0,
G + (J^G == o.

De ces équations jointes aux précédentes, on tire

o2,(j-2 x^ — j^x^) &z^ = + X2 F — ^2 G,

( "hiji -ï'i
— Ji •x'2) 0^2 = — -^t F + j, G ;

or, eu verti! des équations (67),

^ = - P X
•

on a d'ailleurs, suivant les équations (48),

les valeurs de G et P' étant censées calculées par les formules (3i)

et (33). Si donc on pose

(io4) '^ = -T7 T"'
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on aura finnleiuent

(.o5)

d'où Ton tirera ôz, et c?Zj.

Nous n'avons |)as spécifié le sens clans lequel l'axe des j', est dirigé

relativement à celui des jc,. Ce sens est effectivement indifférent dans

la question actuelle; car si l'on change le sens des ^,, les trois ordon-

nées /,, Xa et Y]' changeront de signe, et les valeurs de 5z, et àz,, n'en

seront nullement aifeclées.

La valeur de v sera d'autant mieux déterminée, que la distance X

du point de suspension au plan du diagramme sera plus considérahie :

on pourrait, au besoin, établir le plan du diagramme à une distance

plus grande (pie nous ne l'avons supposé, en faisant usage d'un châssis

très-léger et très-régulier qui serait fixé à la meule bien coiicentrique-

ment à son axe; mais il nous semble que cela ne sera pas nécessaire,

attendu que la position du centre de l'ellipse mobile pourra être relevée

à quelques ilixièmes de millimètre près, et que cette erreur, agrandie

dans le rapport du rayon extérieur de la meule à la quantité X, sera

encore négligeable dans la pratique.

Au même point de vue, il convient de choisir la position des masses m,

et /Ha, de manière que la quantité joX, —J, x^ soit la plus grande

possible. Or celte quantité est égale au double de la surface d'un

triangle dont les sommets sont, l'un à l'origine des coordonnées, et les

deux autres aux points où les centres de gravité des masses »2, et m^

se projettent siu- le plan des x, 7, ; il faudra donc que les rayons

vecteurs de ces points soient aussi grands que possible : en les sup-

posant égaux, la surface du triangle sera lui maximum, lorsque les

directions de ces rayons vecteurs seront rectangulaires. Les for-

mules (io4) et (io5) se simplifieraient si les masses réglantes pou-

vaient être disposées, l'une dans le ;)!an méridien qui contient l'axe

des a;,, l'autre dans celui qui passe par l'axe desj,; mais la détermina-

tion de l'origine des coordonnées résultant d'une opération postérieure

a celle de la mise en place des masses m^ et Wj, il serait difficile de sa-

tisfaire exactement à cette condition.

45..
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On pourra remarquer que, les masses m, et ni^ ayant la forme de

disques cylindriques, leiu- déplacement parallèlement à l'axe des z,

n'affectera pas le moment d'inertie C, mais que les deux autres mo-

ments A et B subiront une légère variation :t la suitede ce déplacement;

il en sera de uiêuie de leur différence et du rapport de A à C; mais

nous avons fait voir, n°' o et 6, que ces variations se traduisent par des

valeurs particulières et très-petites de y' et de [j', qui portent seulement

sur les quantités p. et v, dont |' et yj' sont indépendanis : il n'y a donc

pas lieu de se préoccuper de cette circonstance.

La valeur de -j dépend de n, tant que /; n'est pas suffisamment grand

pour que le second lerme du numérateur de v soit négligeable par

rapport au premier. Il conviendra donc, si ce second terme est sen-

sible, d'éviter dans rex|)érimentalion le décroissement de la vitesse;

autrement on s'exposerait à un changement de position du centîe de

l'ellipse mobile durant l'expérience. Toutefois, connue on ne peut

maintenir la vitesse qu'en faisant agir dc^s forces qui pourraient trou-

bler les résultats, il sera toujours préférable d'avoir recours à une

réduction de la distance L du centre de gravité au centre de suspen-

sion, et de produire à l'origine la plus grande vitesse de rotation pos-

sible; alors la diminution de la vitesse pourra avoir lieu sans incon-

vénient, au moins jusqu'à une certaine limite facile à déterminer.

La petitesse de ^' et yj' n'exige pas que le calcul de u soit fait avec

une grande exactitude; nous l'avons déjà dit sous une autre forme :

nous croyons devoir le répéter en feiminant, et rappeler, en consé-

quence, que les valeurs de M, C el ,5' pourront être calculées comme
si la meule était homogène et de forme régulière. Les formules poin-

ces deux dernières sont (3i), (Sa) et (33).

12. RésiLiné de la pieinière méthode. — La suiface inférieure de la

meule est considérée comme plane. Dans sou épaisseiU" ont été prati-

quées deux cavités cylindriques dont les axes sont perpendicnlaiies à

la face inférieure. Ces axes doivent être situés le plus près possible de

la périphérie de la meule et à des distances égales de l'axe; les plans

méridiens qui les contiennent sont à peu près rectangulaires et orientés

à 45 degrés par rapport à l'axe transversal de l'anille. Les deux cavités

reçoivent les masses réglantes; ces masses, de forme cylindrique, ne
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peuvent être déplacées que suivant des directions perpendiculaires à

la surface plane de la meule.

Un style dont l'axe est vertical est établi au-dessus du fer de meule,

de manière que sa |)ointo |iuisse arriver à coïncider avec le centre de

suspension de la meule. Celle-ci, étant mise en place, est équilibrée

statiquement, on de manière qu'étant au repos, sa face inférieure soit

horizontale. Un carton ayant été ensuite fixé à la meule dans une

situation parallèle à la face inférieure de celle-ci, on abaisse le style

sur le carton, et le point de rencontre est pris |)our origine de àewx

axes de coordonnées rectangidaires. Il convient d'orienter ces axes à

peu près dans les mêmes plans méridiens que les centres de gravité des

masses réglantes.

La meule étant mise en mouvement avec la plus grande vitesse pos-

sible et sous la condition d'éviter des oscillations d'une amplitude troj)

prononcée, le style trace undiagramme qui figiu'e une courbe com-

prise entre deux circonférences de cercle concentriques. Cette courbe

résulte du mouvement sur une ellipse dont les axes constants, et dé-

pendant seidement des circonstances du mouvement initial, toui'iienl

avec une vitesse uniforuie autour de son centre, vitesse d'ailleurs très-

petite relativement à la vitesse de rotation de la meule. Suivant les

circonstances que présenteront les oscillations initiales, il pourra ar-

river que la courlie se léduise à un cercle imique, ou bien que la

circonférence intérieure se réduise à un point, et par conséquent dis-

paraisse, ou encore que la courbe elle-même se réduise à un point

unique.

Si le mouvement angulaire des axes de l'ellipse mobile est nul, la

courbe du diagramme se réduira à ime ellipse qui pourra elle-même

se réduire à un cercle, à une ligne droite ou à un point, selon les

circonstances du mouvement initial.

Quel que soit le résultat qui se produise, on relèvera avec soin la

position du centre commun des cercles qui enveloppent la courbe

tracée, ou, suivant Uîs cas, celle du centre de l'ellipse ou du cercle

unique, celle du milieu de la droite, ou du point unique.

Nous désignons par §' et yj' les coordonnées du point obtenu, res-

pectivement parallèles aux x, elj',.
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Eli reproduisant les foriDiiles nécessaires au calcul des déplacements

des masses réglantes, nous substituerons, pour la facilité des applica-

tions, les poids aux masses, et nous formerons, |)ar voie fréliminatiou,

les expressions des incoiniues, en fonctions le plus explicites possible

des données de la question.

Nous jirendrons pour unités de tenips, de longueiu- et de poids, res-

pectivement la seconde de temps moyen, le mètre et le kilogramme.

N désignant le nombre de tours que la meule fait par seconde et

t: le rapport de la circonférence au diamètre, on calculera

[l] 71 = 27:N.

Désignons par zs le poids du mètre cube de la nintiere de la meule

supposée liomogèue, r„ et /•, ses rayons intérieur et extérieur, H son

épaisseur; le poids de la meule est

Soient : L la distance du centre de gravité de la meule à son centre

de suspension, et prise positivement quand le centre de gravité est

au-dessous du centre de suspension; ). la distance du plan du dia-

gramme à ce même centre de suspension, et supposée positive lorsque

le diagramme est au-dessus dudit centre; p, et p., les poids des masses

réglantes qu'il sera préférable de déterminer par des pesées plutôt que

par un calcul; x,, j',, z,; oc„, j-^, z^ les coordonnées des centres de

gravité de ces masses (les ordonnées z, et Zj étant comptées du plan

parallèle à la face inférieure de la meule qui passe par le centre de

suspension et j)rises positivement du côté du zénitli); oz, et oZo les

variations des coordonnées s, et Zj, qui doivent être réalisées pour

obtenir l'équilibre dynamique de la meule; g l'accélération de la

cliute des graves. On calculera

[3] .'=P—
2£L

2),{yj.r, — J.J-j)

et l'on aura

i 03, = V ?

[4] .

/" .
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Si les valeurs Irouvées par ces deux dernières fortmiles excèdent

les limites réalis;il)les, il faudra auguieiiter les niasses réglantes en s'as-

treignant toujours à la condition préalable tle l'équilibie statique.

Si, malgré les précautions prises pour éviter, à l'origine, les grandes

oscillations par rapport à la verticale, celles-ci persistent, l'emploi des

formules j)récédentes ne sera plus léj^ilime, mais il seia cependant

utile, en ce sens qu'on pourra considérer le résultat obtenu conune

une approximation. En effectuant les corrections foiunies par le calcul,

on jiourra toujours compter sur la possibilité de réduire l'amplitude

des oscillations au degré voulu, et, en recommençant l'opération, on

déduira finalement, d'un nouveau calcul, des corrections (jui assure-

ront un équilibre suffisamment complet.

Terminons en rappelant qu'il convient, dans les opérations, do laisser

la meide libre, après qu'on lui aura communiqué la vitesse de rotation

n, et qu'il faudra éviter de prolonger leur tlurée au delà du moment
où, par suite de la diminution de vitesse résultant des résistances,

celle-ci serait affaiblie au point où le dernier terme du numérateur

de u' cesserait d'être négligeable par rapport à l'ensemble des deux

premiers; autrement, la position du point (^'vj') cesserait d'ètie inva-

riable.

13. Remarques concernant la pratique. — La méthode qui vient

d'être exposée présentera sans doute quelque difficulté dans les appli-

cations, à cause de la valeur de X, qui sera peu considérable si le plan

du diagramme est celui de la surface supérieure de la meule. On ne

peut guère songer à lui en substituer un autre; car, le plan du dia-

gramme devant être fixe par rapport à la meule, il faudrait, poiii' pou-

voir employer de grandes valeurs de X, rattacher le diagramme à la

meule par un châssis métallique bien régulièrement construit et centré
;

ce qui ne se ferait pas sans difficulté. Si l'on applique le diagrannue sur

la surface supérieure de la meule, les dimensions absolues de la trajec-

toire seront Irès-resl rein tes, et il faudra relever les coordonnées ^' et vj'

au moyen d'un microscope micrométrique. Dans l'hypothèse où l'on

aiuait recours à ce moyen de mesure, voici les piécautions qu'il fau-

drait prendre. Comme on ne pourrait espérer obtenir directement

une coïncidence suffisamment exacte entre l'axe du hlyle et le point de
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suspension de la meule, il faudrait placer la meule en équilibre sta-

tique, dans quatre positions rectangulaires par exemple, et chaque

fois abaisser le style de manière à marquer, sur le diagramme, quatre

points l)ien distincts, qui ne coïncideront généralement pas, puisque

nous supposons le centrage du style imparfaitement réalisé. Il est clair

que la position du style bien centré serait à l'intersection des diago-

nales du carré formé par les quatre points. Sur le diagramme, on

tracerait des droites rectangidaires dans les directions, ou à peu près,

des plans méridiens correspondants aux masses réglantes. Ces droites,

ayant particulièrement |)our objet l'orientation des fils ou des traits du

micromètre, devraient se croiser très-prés du centre du carré; mais on

éviterait d'en effectuer le tracé dans la région de la trajectoire. La

meule, étant mise en mouvement, tracera une courbe un peu différente

de celle qui répond au centrage exact du style. Chacun des points de

la nouvelle courbe s'obtiendrait, au moyen des points de l'autre

courbe, par un simple transport dans la direction du rayon d'excen-

tricité et égal à ce rayon; or, la direction de ce même rayon changeant

à chaque instant et faisant un tour sur le diagramme en sens contraire

de la rotation de la meule par tour de celle-ci, la nouvelle courbe ne

résultera pas d'un simple transport de l'autre : elle sera bien plus com-

pliquée; mais on reconnaît aisiinent qu'elle sera généralement com-

prise entre deux cercles-enveloppes, l'un extérieur, l'autre intérieur,

dont les rayons excéderont ceux de la courbe décrite dans le numéro

précédent, d'une quantité égale à ± le rayon d'excentricité, en sorte

que la j)osition du centre commun des deux enveloppes n'eu sera pas

affectée. Si donc on mesure au microscope les coordonnées extrêmes

de l'une ou de l'autre enveloppe, et qu'on en prenne les moyennes; si

l'on prend également les moyennes respectives des coordonnées des

quatre points distincts marqués par le style, quand la meule est en équi-

libre (ces diverses mesures étant comptées des droites rectangulaires tra-

cées sur le diagramme) , les excès des premières mesures sur les secondes

fourniront les valeurs des coordonnées ^' et vj' du centre des courbes.

On aura sans doute remarqué qu'à la suite de la diminution du rayon du

cercle-enveloppe intérieur, celui-ci pourra cesser d'avoir une existence

réelle, mais le cercle-enveloppe extérieur ne disparaîtra pas, ce qui suffit.

Dans le cas actuel, la verticalité exacte du style ne sera pas nécessaire,
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1

attendu que, son déplacement vertical étant une quantité du deuxième

ordre, un léger défaut de verticalité ne pourrait produire, dans la me-

sure des coordonnées, que des erreurs du troisième ordre. Une telle

disposition du système de mesures présenterait quelques simplifica-

tions utiles.

Malgré cela, nous allons présenter une autre méthode qui dispense

de recourir aux mesures microraétriques.

14. Deuxième méthode. — Désignant par x.,j, z les coordonnées

rapportées à des axes fixes, d'un point lié aux axes mobiles et dont les

coordonnées par rapport à ces axes sont x\ ,j-, et z, ; les deux systèmes

ayant leur origine commune au point de suspension, on a

/ X = ax, -+- hj-, -+- es,,

(io6) { r -— a'x, + hy, -^ c'z,,

{ z — n"x,-\- by,-{- c"Zt,

équations qui font connaître les coordonnées x,j., z d un point donné

du système mobile, au moyen des valeurs connues des divers cosinus

qui figurent dans leurs seconds membres.

Imaginons im style fixé sur la meide et dirigé dans le sens rl'un

rayon : ce style très-léger pourra, par exemple, être adapté sur l'un

des cercles en fer qui maintiennent extérieurement les matériaux dont

elfe se compose. Concevons d'ailleurs luie surface verticale, plane ou

cylindrique, et disposée pour recevoir les impressions du style; puis,

sur cette surface, une ligne horizontale arbitraire, à partir de laquelle

se mesureront les excursions verticales du même style.

Appliquons au point extrême du style la dernière des relations pré-

cédentes; nous auroi:s, à cause de c"= i, et en distinguant par un

trait ses coordonnées X,, j",, z, pour éviter toute confusion,

z = a"x, -+- b"j, -+- z, :

cette relation est générale. Considérons le cas particulier de l'équi-

libre statique, dans lequel a" et b" sont nuls, et soit Zg l'ordonnée de

Tome XV (j* térie). — Novembre 1870. 4t>
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l'extrémité du style correspondante à cet état; nous aurons

z, = z,

or la différence z — z^ est aussi celle des ordonnées des traces du style

sur la surface verticale considérée, lorsque la meule est en mouvement

et lorsqu'elle est dans son état d'équilibre statique. Posons donc, pour

abréger,

(107) Ç=rz — z^;

nous pouvons considérer ici z et z^ comme les ordonnées du style

comptées de la ligne horizontale arbitraire, dans ces deux états; attendu

que leur différence 'Ç entrera seule dans les calculs qui suivent : nous

aurons donc

(108) Ç = a"'x,-+ h"J,.

Dans la méthode actuelle, on pourrait se dispenser d'employer l'ar-

bitraire X; pour éviter de recommencer certains calculs, nous la con-

serverons, sauf à en disposer plus tard.

Mettons dans l'équation précédente, à la place de a" et ft", leurs

valeurs tirées de (66), en substituant dans celles-ci les valeurs (68) de

x' et j' ; nous aurons d'abord

l' _,_ x" - ï,' -H y" -
ç--Y-^. + -i— r.;

puis, au moyen des expressions (54) de x" et y", et posant

Xf = r, cosx,, j-f = ;•, siux,,

la valeur de Ç prendra cette forme

1'

f' ' ^

^Z = -x, + -x-Vt-ha,^ cos {fj-t -h vt + s, -h -A.,)

('09)
,

''

;^

f + «2 Y cosf/jii — vi -+- £2 — >t()-

Les maxima et minima de Ç correspondent aux racines t de l'équa-

tien —- =; o : ces divers maxima et minima ont des limites que l'on

obtient en égalant à dr i les cosinus qui figurent dans l'équation (109).
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Posant à cet effet

E| — Si -I- 2X| r, «1 -t- £j
O. =: 1 p = :

on aurait les relations suivantes

t h —
2 - =

TT fi V

OÙ // et A désignent des nombres entiers, simultanément pairs ou

impairs, suivant que a, et «2 sont de mêmes signes ou de signes con-

traires. Ces relations déterminent les valeurs de t correspondantes aux

limites que nous considérons, et fournissent en même temps l'équation

de condition entre les entiers h et h. Nous ne discuterons pas les con-

ditions d'existence réelle des maxima et minima limites; cela nous en-

traînerait trop loin. Le lecteur jugera de la convenance qu'il peut y
avoir, dans le problème actuel, de substituer, pour plus de simplicité, à

la considénition des maxima et minima réels, les limites de ces mêmes
quantités; toutefois, il trouvera dans le numéro suivant un complé-

ment à ce qu'un tel mode de procéder semble présenter d'incorrect.

Soit (7 la somme des valeurs absolues de a, et a.^', il est clair que les

limites des maxima et minima de 'Ç seront égales à la somme des deux

premiers termesdu deuxième membre de l'expression (109), augmentée

de ± u Y
: donc, si l'on désigne par Ç', la moyenne entre ces maxima

et ces minima, on aura simplement

Actuellement changeons le style de place sur la meule, d'une quan-

tité voisine de 90 degrés par exemple, et distinguons les résultats de

la nouvelle opération par les indices 1 mis à la place de l'indice i;

nous aurons
ri /

1,/ ç — " ~

De cette équation, jointe à la précédente, on déduit

46.

(m) =_,__,
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Le dénominateur commun de ces expressions justifie la situation

relative des deux styles que nous venons de recommander.

Si l'on observe que les quantités^' et yj' doivent être multipliées par

u' dans les expressions [4], n° 12, et que le produit u'^', par exemple,

équivaut à ),ii' y) on voit que l'on peut faire abstraction de X dans les

applications des formules précédentes et dans la valeur de v'.

Au moyen de ces valeurs de ?' et vj', et faisant X = i , la solution du

problème s'achèvera suivant les formules du n" 12.

Les quantités observées étant, ici, beaucoup plus faciles à obtenir que

dans la première méthode, on pourra faire abstraction des petites er-

reurs que l'on commettiait en essayant de placer les styles exactement

dans les plans méridiens des X, et 7-, : si effectivement ces erreurs sont

négligeables, on aura, dans ce cas, j-, = o et Xa = o; ce qui réduira

les valeurs (r i i) respectivement à

(112) ^ et ^•

En résumé, la seconde méthode consiste à fixer sur la meule un

premier style dont la pointe marque des traits sur une surface verticale

fixe : on note distinctement sur cette surface le trait correspondant à

l'état d'équilibre statique; les ordonnées comptées de ce trait, quand

la meule est en mouvement, sont désignées par Ç, leur sens positif

étant la direction du zénith ; on désigne par Ç', l'ordonnée moyenne

entre les ordonnées extrêmes, et par jc, et j-, les coordonnées de la

pointe du style par rapport aux axes mobiles de x, et/,. Déplaçant

ensuite le style de 90 degrés environ, on effectue une opération pareille

à la précédente : affectant de l'indice 1 les quantités qui se rapportent

à la deuxième opération, on a, pour calculer |' et yj', les formules (i 1 1)

où l'on fait X = i; le reste s'achève selon les formules du n° 12.

15. Bien que la seconde méthoile satisfasse largement aux exi-

gences (le la pratique, nous en indiquerons néanmoins des perfec-

tionnements.

En premier lieu, nous supposerons qu'à la surface verticale, des-

tinée à recevoir les traces du style, on en adjoigne une seconde qui
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soit opposée à la première, par rapport à la verticale passant par le

point de suspension.

Si t est le temps du passage du style par l'un des plans, celui du

|)assage par le plan opposé sera t augmenté de la demi-durée de la ro-

tation de la meule, ou, en vertu de (94), ^ — -[*]• Les fonctions tri-

gonométriques contenues dans la formule (109) seront de la forme

cosTaf ± V i -h £ ± ^^-^^ rr ] :

et l'on a la relation

-COs(p.<±Vf-h£) + COsilltàzvt + £± ^^•=^nj

I _, , , ,
WZhv 7r\ Kitv TT= Cosu.<±:v/+ i± cos

\' ni] 71 2

Désignons par Ç" la moyenne des valeurs de Ç fournies par deux

simples passages du style sur les deux surfaces verticales opposées;

on aura, suivant l'équation (109),

„„ H'
— »' — r, l ^ ^ , fx + v7r\ _ii-(--j7r

V TT \ U- V TT

-t- «3 - cos ja< — V f + £„ — X, ± ' COS -
A V n 7. j ni

Or, - étant une fraction peu considérable, et - peu différent de l'unité;

les cosinus de
^^^

- seront de petites quantités : par la combinaison

des deux diagrammes opposés, on réduit donc l'influence des termes

périodiques.

Actuellement, ajoutons les valeurs de Ç" fournies par plusieurs ré-

volutions consécutives, nous aurons ± — , pour accroissement du

temps écoulé entre ces révolutions, et

± 2 n,

pour celui des angles compris sous les signes trigonométriques.

[*] Le signe + répond au cas de n positif et le signe — au cas de n négatif.



366 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

La formule de sommation des cosinus ou sinus est, en désignant par

N' le nombre des termes,

^-1 cos, .V cos / N' — I \ sinjN'a

^i^ sin ^' ' sin Y 1 j sin-ja

nous devons faire, dans cette formule,

\a. — ±- n.

En l'appliquant ici, nous trouvons

i=N'-i

2 cos (fXi ± V « 4- £ ± Jt, ±^ ^

= cos|^pi<o±v<o-t-6±>t, ±:(2N'-i)^y

La moyenne des valeurs de Ç" est donc

I H'
—

n'
—

. N'(u.±:v)
sm '

TT

sin îT

sinN''^-^^

(ii3)
^ —

' cin '

sinN'

Le dénominateur sin diffère peu de l'unité; tandis que les

facteurs sinN' ^^^^tt diffèrent peu de sinN'n ou zéro : les îermes en
n '

a^ et «2 sont déjà par cela seul très-faibles; mais ils sont encore consi-

[*] Le double signe qui précède l'unité dans cette formule, est relatif au signe de

n : le signe -f- convient au cas de n positif et le signe — au cas où n est négatif.
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dérablement affaiblis par le diviseur 2W. Donc, en prenant pour
valeur de la fonction Ç', (iio) la moyenne des valeiu-s de Ç" corres-

pondante à un certain nombre de tours, tel que i5 ou 20, on ne
commettra aucune erreur sensible.

On aura sans doute quelque peine à distinguer les traits du dia-

granmie dans le voisinage des maxima et minima : pour appliquer la

formide (1 13), il faudrait recueillir des traits fournis par le style, sur

un disque tournant avec lenteur; en faisant tourner ce disque pendant
que la meule est en équilibre statique, le style y tracerait une circon-

férence, et les excès des rayons vecteurs des traits obtenus pendant le

mouvement de la meule, sur le rayon dudit cercle, pris avec le signe

convenable, serviraient à former les quantités Ç".

Enfin, nous devons faire remarquer que le frottement ayant été

négligé dans nos formules, les amplitudes ou intervalles compris entre

les maxima et minima varieront nécessairement : pour que les posi-

tions moyennes en soient le moins possible affectées, il conviendra de

répéter les expériences et de prendre des moyennes entre les résultats

obtenus.

Lorsqu'on se bornera, comme il a été dit n° 14, à prendre la posi-

tion moyenne entre les maxima et minima, on éliminera l'effet du frot-

tement, en combinant un minimum, par exemple, avec la moyenne
des deux maxima précédent et suivant, ou inversement. Cela ne devra

pas présenter de difficulté, puisque les amplitudes, étant réduites par
le frottement, deux maxima ou minima consécutifs, ne répondront
pas aux mêmes ordonnées

[*J.

16. Solution du problème par le procédé dit défausse position. —
Au lieu d'appliquer le procédé des fausses positions dans toute sa

[*] Le frottement réduit l'amplitude des mouvements verticaux du style, de telle

sorte que les ordonnées maxima sont diminuées et les ordonnées minima augtiien-

tées. Supposons que l'on connaisse l'ordonnée maximum réduite par le frottement,

dans le cas où, malgré l'impossibilité qu'il en soit ainsi, elle serait contemporaine de
l'ordonnée minimum; la moyenne de ces deux ordonnées serait affranchie de l'effet

du frottement; or, c'est précisément ce à quoi l'on parvient en prenant pour ordonnée
maximum la moyenne des deux maxima qui précèdent et suivent le minimum con-
sidéré.
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généralité, nous en simplifierons l'emploi en ne considérant qu'une

seule variable. Rappelons qu'il convient d'établir les masses réglantes

dans deux plans méridiens rectangulaires et orientés autant que pos-

sible à 45 degrés par rapport à l'axe transversal de l'anille : en admet-

tant, chose facile à réaliser, que les pointes des styles soient dans ces

mêmes plans, on voit, par les valeurs (i 1 1) de -^ et y' que ces quan-

tités sont respectivement des fonctions de Ç\ et 'Ç\; d'ailleurs les ex-

pressions (io4) et (io5), en y faisant j-, et x., nuls, montrent que ^' et

Yj' sont respectivement des fonctions de âz, et (Jzj, ou simplement de

z, et z,; o'i a donc

les lettresy^ et^o étant les caractéristiques de fonctions.

Du reste si, en réalité, les valeurs de j",, j,, Xn, x^ ne sont pas

exactement nulles, mais seulement très-petites, il n'en résultera que

des erreurs du deuxième ordre et par conséquent négligeables. Ainsi,

dans ces conditions d'orientation rectangulaire des centres de gravité

des masses réglantes, les effets des deux masses sont indépendants.

Considérant la première des fonctions précédentes, on a

or, une valeur suffisamment exacte du coefficient différentiel s'ob-

tiendra par la simple comparaison de deux valeurs AÇ', et Az, des va-

riations correspondantes de Ç', et z, : il s'ensuit

c?ç; = ^c?z..

Maintenant, remarquons que la condition à remplir est que la va-

leur corrigée de Ç', soit nulle; car, si elle est nulle et s'il en est de

même de Ç'o, les milieux des oscillations répondront à l'horizontalité

de la face inférieure de la meule ; on a donc l'équation de condition

Ç', + o^Ç'. = o,

ou

Ç'.-^^.?z, = o.
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On en déduit la valeur suivante de c?z,, à laquelle nous joignons

celle de âz^, qu'on obtiendrait de la même manière :

iz. v' ^ A 3,

Telles sont les corrections à appliquer aux valeurs expérimentées de
z, et 22-

En appliquant les formules (i i4), il ne sera pas nécessaire de cher-
cher à mesurer les coordonnnées z, et z. : comme ces formules ne
contiennent que leurs variations, l'origine de ces coordonnées pourra
être prise arbitrairement. Quant aux positions à donner aux masses
réglantes, dans 1rs deux opérations à faire sur chacune d'elles, on
pourra s'en tenir aux positions limites de ces masses; les coefficients de

Ç'i
et Ç'2 seront alors déterminés le plus exacteuient possible. Dans le

cas où, les masses réglantes étant égales, les rayons aboutissant aux ex-
trémités des deux styles seront égaux, et où il en sera de même pour
les centres de gravité des masses réglantes; on aura une vérification

de l'exactitude des résultats, si l'on trouve -^ = -^
: cela résulte de

la valeur de v. Si ces facteurs ne présentent qu'une différence impu-
table aux erreurs des observations, on en pourra prendre la moyenne
dans le calcul de c?z, et âz^ (on suppose, bien entendu, que les va-

leurs de n dans ces observations seront peu différentes ou très-grandes).

Il est évident que les opérations relatives aux deux masses réglantes

pourront être effectuées simultanément; mais, alors, il faudra que les

deux styles soient établis à des niveaux assez différents pour que les

traces de l'un ne se confondent pas avec celles de l'autre.

Terminons par une dernière remarque : on emploie dans la pra-

tique, pour former les masses réglantes, un ensemble de disques de
bois et un disque de métal, tandis que notre théorie s'applique à un
disque unique dont le centre de gravité a pour ordonnée z, ou Zj ; il

faudrait donc considérer le déplacement du centre de gravité d'un
ensemble de disques dont la niasse totale reste invariable; ce qui
semble exiger de nouveaux calculs. Mais il n'en est pas ainsi, attendu
que la valeur de z, ou de z, est. en réalité une fonction de l'ordonnée
du centre de gravité du disque de métal; il en est de même des quan-

Tome XV {2" série). — Décembre 1870. l^n
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tités Ç'( et Ç'j. Donc il suffit d'appliquer au déplacement des seuls

disques de métal, ce qui a élé établi pour le centre de gravité de l'en-

semble des disques, sous la seule condition de ne pas faire varier cet

ensemble de niasses.

Beaucoup d'ingénieurs préféreront sans doute opérer ainsi, que re-

courir à l'emploi des formules que nous avons exposées dans les

numéros précédents, bien que le travail d'expérimentation en soit

doublé.

Un procédé aussi pratique est tout à fait dans les habitudes des in-

génieurs : il se distingue toutefois de ceux qui ont été recommandés

jusqu'ici, en ce (]u'il précise le genre et le mode d'observations et que,

l'expérimentation ne portant que sur une variable à la fois et non sur

quatre, cesse des lors d'être un tâtonnement proprement dit.

Le même procédé s'appliquerait également à la première méthode.

17. De l'emploi de quatre masses réglantes. — Nous avons rap-

pelé, au commencement de ce Mémoire, l'habitude des constructeurs

qui adaptent quatre masses réglantes sur les meules horizontales;

nous avons également montré que deux de ces masses suffisent, et que,

quand elles sont situées dans deux plans méridiens reciangulaires,

leur position peut être déterminée séparément. On a prévu, n° 12,

le cas où les déplacements nécessaires de ces masses excéderaient

les limites (le l'espace disponible, et l'on a vu qu'il conviendrait alors

de leur substituer des masses plus considérables. Nous voulons mon-

trer ici comment on peut remplacer l'accroissement des niasses par

celui de leur nombre, en le portant par exemple de deux à quatre.

Supposons, pour plus de simplicité, que les centres de gravité des

quatre masses soient contenus dans deux plans mériiiiens rectangu-

laires, de manière à pouvoir déterminer séparément les positions des

deux masses contenues dans un même plan méridien : soient m, et /Wj

ces deux masses, et affectons respectivement des indices i et 3 leurs

coordonnées. Prenant pour plan des x,z, le plan méridien qui les

contient, les termes de la somme G (a) qui leur correspondent seront

m,XfZ, -+- 1113X3 z^;

cette même somme ne contiendra pas de termes relatifs aux deux
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autres masses m^ et m,, parce que, leurs centres de gravité étant ilans

le plan des j, z,, les abscisses x., et x, seront nulles. En conséquence,

la deuxième équation de condition (102) deviendra

G + /«,x, c?:, 4- m^x^^z. = G.

On pourra satisfaire à cette condition de bien des manières : voici

celle qui nous paraît la plus simple et de nature à exiger les moin-

dres valeurs de m, et m^. Au lieu de laisser indépendantes les varia-

lions (?z, et (?S3, nous établirons entre elles la relation arbitraire

(ii5) (?-3= -'(?-,,

où l'on fait

(116) '=
/MsXj

Nous pouvons supposer m^ peu différent de m,, et pareillement x^

à peu près égal à - .r,, en sorte que / diffère peu de l'unité. Quoi qu'il

en soit, l'équation de condition deviendra

G + 2m,ar,c?z, = o.

On pourra ainsi satisfaire à cette équation au moyen d'un déplace-

ment dz, moitié moindre que si l'on ne faisait usage que de la seule

masse m,.

Il va sans dire que, les déplacements exprimés dans le nuTnéro pré-

cédent par la lettre A étant soumis à la relation (ii5) en ce qui con-

cerne ma, tout ce qui a été exposé dans ce numéro, pour un système

de deux masses réglantes, s'appliquera au cas des quatre masses que

nous considérons. Les positions limites à donner aux masses ;n, et m„

dans les deux expériences, seront telles que l'une réponde au maximum

et l'autre au minimum de leurs ordonnées respectives.

Nous laissons aux constructeurs le soin déjuger s'il convient mieux,

à d'autres égards, d'employer quatre masses plutôt que deux ayant

même épaisseur et des sections horizontales doubles. Dans le premier

cas, ils n'auront pas à se préoccuper de leur influence particulière sur

47..
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l'équilibre statique. En réduisant à deux le nombre de ces masses, ils

doivent combiner les épaisseurs des disques de bois et de métal dont

elles se composent, de manière que leur poids soit à peu près égal à

celui de la matière enlevée à la meule potu- faire place à ces masses :

en employant par exemple des disques en fonte de fer, ils devraient

donner à ces disques à peu près le tiers de l'épaisseur totale des disques

réunis (fonte et bois).

P . S. Je dois réparer une omission concernant la forme donnée

aux termes fournis par les masses réglantes dans les expressions de

F et G, page 354-

Ces termes ont été calculés en supposant les m:isses concentrées en

leurs centres de gravité : l'erreur qui en résulte apparaît comme tout

à fait négligeable; mais il est facile de montrer qu'elle est absolument

nulle. En effet, considérons par exemple le terme ?72, j:, z, : ce terme

devrait être remplacé par ^m[a\ -+- 5x)(z, +c?r); vi désignant l'une

des masses élémentaires dont »2, se compose et :r, + èx, z, +- âz ses

coordonnées. Cette somme 2 étant développée, à cause de /m, := 2m,

devient

m, x^ z, -+- Xf linâz -+- :, Imâx -+- Imi^xBz.

Or, Iniâx et 2mâz sont nuls, attendu que les âx et âz sont comptés

d'axes passant par le centre de gravité de m, ; d'un autre côté, si le

dernier terme Imâxâz n'est pas absolument nul, il est constant,

puisque le déplacement des masses n'est supposé avoir lieu que paral-

lèlement à l'axe des z,. Dès lors ce terme peut être considéré comme
compris dans la constante Gq. Les expressions F et G sont donc

exemptes de toute erreur provenant de la concentration des masses

réglantes en leurs centres de gravité.
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p. 47.

— Mémoire sur les nombres de Cauchy et leur

application à divers pi-oblèmes de mécanique

céleste; t. VI, p. 33.

BOUSSINESQ. — Mémoire sur les ondes dans les

milieux isotropes déformés; t. Xlll, p. 209.

— Théorie nouvelle des ondes lumineuses; t. Xlll,

p. 3i3.
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MM.

BOUSSINESQ. — Étude sur les vibrations recti-

Itgnes et sur la dillVaction dans les milieux

isotropes et dans l'éther des cristaux; t. XIII,

p. 3/|0.

— Mémoire sur l'influence des frottements dans lus

mouvements réguliers des Uuides ; t. XllI,

p. 377.

— Addition au Mémoire intitulé : Théorie nou-

i'eUc des ondes htmîneuses ; t. XUI, p. 425.

— Étude sur les surfaces isothermes et sur les cou-

rants de chaleur dans les milieux homogènes
chaufles en un de leurs points; t. \\\

, p. oGô.

— Intégration de Téquation diflerentielle qui peut

donner une deuxième approximation dans le

calcul rationnel de la poussée exercée contre

un mur par des terres dépourvues de cohésion
;

t. XV, p. 267.

BRASSINîiE. — Des termes qui complètent la for-

mule générale de la Mécanique anal^'tique dans

le cas du frottement; t. Il, p. i45.

— iNouvelle méthode pour démontrer l'existence

du système conjugué rectangulaire dans les

surfaces du second ordre; t. III, p. a36.

BRAVAIS. — Note de dioptrique; t. I, p. Y-i-

— Résumé succinct des formules de Gauss sur la

théorie des lunettes, et leur application à la

démonstration des propriétés de l'anneau ocu-

laire; t. I, p. 5i.

BRETON (de Champ). — Observations sur le Mé-

moire de M. Housel, intitulé : Les Pon'smes

d'EiicUde; t. II, p. i83.

— Deuxième supplément aux Recherches nouvelles

sur les Porismes d'EucUde. Examen et réfuta-

lion de l'interprétation donnée par M. \'incent

des textes de Pappus et de Proclus relatifs aux

Porismes; t. III, p. Sg.

— Question des porismes (Extrait d'une Lettre

adressée à M. Liouville); t. IV, p. i53.

BRIOT. — i\Iémoire sur la réllexion et la réfrac-

tion de la lumière; t. XI, p. 3o5.

— Mémoire sur la réllexion et la réfraction cristal-

lines; t. XII, p. i85.

— Sur les vibrations intérieures des molécules;

t. Xlll.p. 3o4.

BRISSE (CuARLEs). — Mémoire sui le déplacement

des figures; t. XV, p. 281.

CALIGNY (A. de). — Expériences sur une machine

hydraulique à tube oscillant et sur des efl'ets

de succion à contre-courant, etc.; t. VII,

p. 169.

— Expériences diverses sur les ondes en mer et

dans les canaux, etc., applications diverses à

l'étude des travaux maritimes, etc.; t. XI, p. 23,).

— Nouvelles machines pour les épuisements; t. XI,

p. 283.

— Expériences et considérations théoriques sur un
nouveau système d'écluses de navigation ; t. XI,

p. 4o5.

— Expériences 1 1 considérations théoriques sur une

nouvelle pompe conique sans piston ni sou-

pape, dont le moteur agit de bas en haut;

t. XII, p. 49.

— Note sur un moyen d'éviter l'oscillation en re-

tour dans une de ses machines hydrauliques,

sans que l'on soit obligé d'augmenter la pro-

fondeur des fondations, ni d'employer des

soupapes ou autres obturateurs gardant l'eau

dans deux sens opposés alternativement ; t. XII,

p. 5o5.

— Principes de plusieurs systèmes de pompes à co.

lonnes liquides oscillantis et à Dotteur; t. XII,

p. 209.

— Principes d'une nouvelle turbine et de plusieurs

roues hydrauliques à lames liquides oscillantes,

suivis de Recherches historiques et critiques

sur des sujets analogues; t. Xll, p, 217.

CALIGNV (A. de). — Principes d'une nouvelle tur-

bine h double couronne mobile et à lames li-

quides oscillantes; Considérations nouvelles sur

les roues verticales à aubes courbes; t. XIII, p. 5.

— Mémoire sur une machine soufflante, compre-

nant un travail inédit sur le même sujet'; t. XIII,

p. 43.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. I.imiville;

t. Xni, p. i36,

— Note sur Papplicatiop de la théorie du mouve-
ment varié des liquides imparfaits à l'étude des

tremblements de terre; t. XÏII, p. 372.

— Note sur les moyens de rendre automatique le

système d'écluses de navigation déciit t. XI,

p. 145, rédigée à Toccasion du Rapport inséré

t. XIV, p. 3oi; t. XIV, p. 332.

— Note sur un appareil à faire des épuisements au

moyen des vagues de la mer; t. XIV, p. SSg.

— Note sur des appareils hydrauliques fonction-

nant au moyen de l'aspiration résultant du

mouvement acquis d'une colonne liquide : ad-

dition à un Mémoire publié dans le tome XI,

p. 283; t. XiV, p. 433.

— Note sur un appareil propre à élever l'eau au

moyen des vagues de la mer et des grands lacs;

t. XIV, p. 433.

CAQUE. — Méthode nouvelle pour l'intégration

des équations dillerentielles linéaires ne conte-

nant qu'une variable indépendante ; t. IX ,

p. i8J.
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CAVLEY. — Sur l'intégrale

/
K+- V-

—
'{1— r) 'dt

t. 11, p. '17.

— Note sur les fonctions al(x), etc., de M. Weiei-

strass ; t. VII, p. 137.

CHASLES.— Propriétés îles courbes à double cour-

bure du troisième ordre; t. 11, p. 397.

— Résumé d'une théorie des coniques sphériquos

horaofocales et des surfaces du second ordre

honiofocales; t. V, p. 4'i>>-

CLAUSIUS. — Sur la démonstration de l'équation

d\ dY dZ
, ,

dI-^dP+dI = -^'"-''''

t. III, p. ;)7.

— Sur l'application du théorème de l'équivalence

des transformations au travail inléi-ieur (tra-

duit par M. Marc Du/misse); t. VII, p. 209.

CLAUSIUS. — Sur diverses formes facilement appli-

cables qu'on peut donner aux équations fon-

damentales de la théorie mécanique de la cha-
leur ; t. X, p. 3Gi

.

CLEBSCH. — Sur la surface qui coupe la couriie

d'intersection de deux surfaces algébriques

données dans les points de contact des plans

oscillateurs stationnaires
; t. Vlll, p. 297.

COCKLE. — Note sur les fonctions de quatre ei

de cinq lettres; t. I, p. 383.

COPENHAGUE (Société royale de). — Question de

Mathématiques proposée comme sujet de prix

fpar ladite Société ; t. XU, p. 104.

COUR^OT. — Discours prononcé aux funérailles

de M. Bour; t. XI, p. i33.

CURTIS. — Sur la surface engendrée par les nor-

males principales d'une courbe à double cour-

bure ; t. 1, p. 2.!3.

— Sur la surface lieu des centres de courbure prin-

cipaux d'une surface courbe; t. 111, p. 79.

D
DELAUNAY. — Nouvelle théorie du mouvement de

la lune; t. 111, p. 220.

— Sur l'existence d'une cause nouvelle ayant une

influence sensible sur la valeur de l'cquation

séculaire de la Lune; t. X, p. ^oi.

DESPEYROUS. — Sur les fonctions elliptiques (^'ote

rédigée par M. Stiirm d'après un Mémoire de

IVI. Desperruus); t. I, p. 23 1.

— Mémoire sur la théorie générale des permuta-

tions; t. VI, p. .'117.

-^ Sur la détermination des nombres de valeurs

que prennent les fonctions par les permutations

des lettres qu'elles renferment; t. X, p. .'ij.

— Classilicalions des permutations d'un nombre

quelconque de lettres en groupes de permuta-
tion inséptD^abîts ; t. X, p. 177.

DESPEYROUS. — Mémoire sur les équations de
degré premier résolubles algébriquement •

t. XI, p. 9.

DIDON. — Méthode de Cauchy pour l'inversion de
l'intégrale elliptique; t. XIV, p. 23o.

DIEU. — Sur le mouvement d'un corps solide au-

tour d'un point fixe; t. XI, p. 137.

DUHAMEL. — Du frottement considéré comme
cause de mouvements vibratoires; t. I, p. 234.

DUVIS (VV.). — Les nombres premiers de 100000001

à 100001699 (Extrait d'une Lettre adressée il

M. Liouville); t. XI, p. iSS.

GAUSS. — Recherches dioptriques (traduit par

M. A. Bravais); t. I, p. 9.

GENOCGIII (A.). — Note sur quelques sommations

de cubes; t. XI, p. 177.

GILBERT (Ph.). — Sur les fonctions de Sturin
;

t. Xll, p. 87.

GOURNERIE (de la). — Note sur la courbure de

la section faite dans une surface par un plan

tangent ; t. 111, p. ^3.

— Note sur la surface engendrée par la révolution

d'une conique autour d'une droite située d'une

manière quelconque dans l'espace; t. Vlll,

p. 32.

— Lettre sur les passages de son Traité de Géu-
métrie descriptive qui peuvent le plus intéres-

ser les géomètres, adressée à M. Liouville;

t. IX, p. 401.

GOURNERIE (de la). — Note sur la surface enve-

loppe des positions d'une surface du second
ordre qui tourne autour d'une droite ; t. X, p. 33.

— Mémoire sur les lignes spiriques; t. XIV, p. 9.

— Mémoire sur les lignes spiriques (suite); t. XIV,
p. io3.

— Note sur les points multiples des courbes planes
;

t. XIV, p. 423.

— Note sur les singularités élevées des courbes
planes (seconde partie); t. XV, p 1.

— Note sur les quadricuspidales; t. XV, p. 264.

GUIBERT (Ad.). — Propriétés relatives à des nom-
bres premiers; t. Vil, p. 41 4-
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H

HANSEN. — Tables de la lune eonstiuilos d'après

le principe newtonien de la gravitation univer-

selle; t. 111, p. 50g.

H.VTON DE LA (lOLPILLIÈRE. — Des centres de

courbure successifs; t. IV, p. iS3.

— De la courbe qui est à elle-même sa propre po-

daire; t. XI, p. 339.

— Théorème sur le tautochronisme des cpicycloïdes

quand on a égard au frottement; t.XllI, p. ao^.

HERMITE. — Sur quelques formules relatives à la

transformation des fonctions elliptiques; t. III,

p. 36.

— Sur la théorie des formes 'cubiques à trois indé-

terminées; t. III, p. 37.

— Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses

applications à l'arithmétique (Lettre adressée

i» M. Liouville); t. VII, p. 23.

MM
HERMITE. — Sur les théorèmes de M. Kronecker

relatifs aux formes quadratiques; t. IX, p. i^b.

— Remarque sur le développement de cosamx;
t. IX, p. 289.

— Sur quelques formules relatives au module dans

la théorie des fonctions ellii)liques; t. IX,

p. 3i3.

HIRST. — Sur le potentiel d'une couche infiniment

mince comprise entre deux paraboloîdes ellip-

tiques; t. il, p. 385.

— Note sur une propriété d'un système de courbes

planes; t. Il, p. 392.

HOUSEL. — Les Porismes d'Euclide; t. I, p. igS.

— Les coniques d'Apollonius; t. III, p. i53.

— Surfaces de révolution du second degré; t. V,

p. 129.

JONQUIÈRES (de). — Mode de construction et de

description de la courbe du quatrième ordre

déterminée par quatorze points; t. I, p. 4"-
— Note sur la géométrie organique de Maclaurin,

contenant diverses applications des théories de

la géométrie moderne; t. H, p. i53.

— Mémoire sur la théorie des pôles et polaires

dans les courbes d'ordre quelconque, particu-

lièrement dans les courbes du troisième et du

quatrième ordre, comprenant diverses applica-

tions de cette théorie; t. Il, p. î'ig.

— Note relative au g XX du Mémoire qui précède.

Deuxième mode de description de la courbe du

quatrième ordredétermiuée par quatorze points;

t. Il, p. 267.

— Note sur un problème de géométrie à trois di-

mensions; t. III, p. 53.

— Note sur le nombre des coniques qui sont dé-

terminées par cinq conditions, lorsque, parmi

ces conditions, il existe des normales données.

— Construction de ces coniques. — Théorèmes

relatifs aux coDlacts d'une série de coniques et

d'un faisceau de droites; t. IV, p. 49-

— Solution de deux problèmes de géométrie à

trois dimensions; t. IV, p. Si.

— 1 héorèmes généraux concernant les courbes géo-

métriques planes d'un ordre quelconque; t. VI,

p. 1 13.

JONQl'IÈRES (de). — Etude sur les singularités

des surfaces algébriques; t. A'Il, p. 4o9-

— Note au sujet d'un article publié t. VI, p. ii3;

t. VIII, p. 71.

— Note sur les systèmes de courbes et de surfaces,

et sur certaines formules qui s'y rattachent;

t. X, p. 4 12.

JORD.iN. — Sur la déformation des surfaces; t. XI,

p. io5.

— Des contours tracés sur les surfaces; t. XI,

p. 110.

— Lettre à M. Liouville sur la résolution algébrique

des équations; t. XII, p. io5.

— Mémoire sur la résolution algébrique des équa-

tions; t. XII, p. 109.

— Sur la résolution algébrique des équations pri-

mitives de degré ^' (p étant premier impair);

t. XIII, p. III.

— Théorèmes sur les équations algébriques; t. XIV,

p. 139.

— Sur l'équation aux vingt-sept droites des sur-

faces du troisième degré; t. XIV, p. 147.

JOl'RDAIN. — Méthode pour la résolution des

équations littérales du troisième et du qua-

trième degré; t. IV, p. 2o5.

JLLLIEN. — Mémoire sur le mouvement de la

Terre autour de son centre de gravité; t. 1,

p. !r-5.

R

KRONECKER.— Sur quelques fonctions symétriques

et sur les nombres de Bernoulli; t. I, p. 383.

— Sur une formule de Gauss ; t. I. p. Sgj.

KRONECKER. — Démonstration d'un théorème de

M. Kummer; t. I, p. 3g6.

— Démonstration de l'irréductibilité de l'équa-
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tion .i"-'-(-.r''-'-|-. . .-hi = 0, où n désigne
uit nombre premier; t. I, p. Sgg.

KRONECKER. — Sur les fondions elliptiques et sur

la théorie des nombres; t. III, p. 2G5.

— Sur le noinltre des classes diflerentes de formes

quadratiques à déterminants négatifs (traduc-

tion de M. Hoiiel); t. V, p. >S().

KUMMER.— Sur les diviseurs de certaines formes de

nombres qui résultent de la théorie delà division

du cercle (traduction de M. Hoiicl); t. V, p. :)Gg.

LAGUERRE. — Sur un problème de géométrie re-

latif aux courbes ijauches du quatrième ordre;

t. XV, p. 193.

LAMARLE. — Note snr une classe particulière de
surfaces il aire niinima; t. IV, p. 241.

LE BESGUE. — Sur rinté(;rale

I

où a •< I ; t. I, p. 377.

— Sur la réduction des formes quadratiques défi-

nies positives à coeOicients réels quelconques.

Démonstration du théorème de Seeber sur les

réduites des formes ternaires; t. I, p. /joi.

— Démonstration de ce théorème : Tout nombre
impair est la somme de quatre carrés dont
deux sont égaux; t. Il, p. 1/19.

— Note sur la résolution de l'équation du qua-
trième degré parles fonctions elliptiques; t. III,

p. 391.

— Démonstration de l'irréductibilité de l'équation

aux racines primitives de l'unité; t. IV, p. loj.

— Nombre do solutions d'une congruence du pre-

mier de;;ré à plusieurs inconnues; t. IV, p. 366.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Liouville,

t. VII, p. ',,7.

LEJEUNE-DIRICHLET. — Sur une propriété des

formes ipiadratiques à déterminant positif;

t. I, p. -5.

— Sur un théorème relatif aux séries; t. I, p. 80.

— Sur l'équation f' -(- «' -h !' -f- iv== 4m (extrait

d'une Lettre adressée à M. Liouville); t. I,

p. 210.

— Sur la détermination des valeurs moTOnnes dans
la théorie des nombres (traduit par Vl.J. Hoiu-I);

t. I, p. 353.

— Sur un problème relatif à la division (traduit

par M. J. Hoiiel); t. I, p. 371.

— Sur une nouvelle formule pour la détermination
de la densité d'une couche sphérique infiniment

mince, quand la valeur du potentiel de cette

couche est donnée en chaque point de la sur-

face (traduit par M. /. Hoiiel); t. 11, p. 07.

— Éloge de Charles-Gusîave-Jacob Jacobi (traduit

par M. J. Hoiiel); t. II, p. 217.

— Démonstration nouvelle d'une proposition re-

lative à la théorie des formes quadratiques;

t. Il, p. 373.

Tome XV (
2<^ série). — Décembre 1870.

LEJEUNE-DIRICHLET. - Simplification de la théo-

rie des formes binaires du second degré il dé-

terminant positif (traduit jiar M. /. Hoiiel);

t. II, p. 353.

— Addition à ce Mémoire; t. Il, p. 373.

— Extrait d'une Lettre adres.sée à M. Liouville,

t. II, p. 37J.

— Sur la réduction des formes (juadratiques posi-

tives il trois indéterminées entières; t. IV,

p. 209.

— Sur la possibilité de la décomposition des nom-
bres en trois carrés (traduit par M. /. Hoiiel);

t. IV, p. 233.

— Sur le caractère biquadratiquc du nombre 2;

extrait d'une Lettre adresser^ ;i M. Stern (tra-

duction de M. Hoiiel :; t. IV, p. 367.

— De la composition des formes binaires du se-

cond degré; t. IV, p. 389.

— Sur la iiremière démonstration donnée par (iauss

de la loi de réciprocité dans la théorie des ré-

sidus quadratiques (traduction de M. Hoiiel)^

t. IV, p. '|Oi.

— Démonstration d'un théorème d'Abel , t. \ 11,

p. 253.

LIOUVILLE (J.). — Avertissement, t. I, p. v.

— Sur deux Mémoires de Poisson; t. 1, p. 1.

— Sur des questions de minimum; t. I, p. 7.

— Détermination des valeui-s d'une classe remar-
quable d'intégrales définies multiples, et dé-

monstration nouvelle d'une célèbre formule de

Gauss concernant les fonctions gamma de Le-

gendre; t. I, p. 82.

— Extension d'un théorème de calcul intégral ; t. I,

p. 190.

— Sur la représentation des nombres par la forme

quadratique x^-i-a}'-i- bz'-^ abt'; t.I,p.23o.

— Mémoire sur un cas particulier du problème

des trois corps; t. I, p. 2'|8.

— Mémoire sur la réduction de classes très-éten-

dues d'intégrales multijiles; t. I, p. 289.

— Note sur une équation aux ilillérences finies par-

tielles; t, I, p. -igô.

— Expression remarquable de la quantité qui.

dans le mouvement d'un système de points

matériels à liaisons quelconques, est un mini-

mum en vertu du principe de la moindre no-

tion ; t. I, p. 297.

— Sur la théorie générale des équations différen-

tielles; t. 1, p. 345.

5o
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LIOUVILLE (J.). — Sur les sommes de diviseurs des

nombres; t. I, p. 3/|9.

— Sur l'équation i .3 .3. . .(^— i) -t- i =/)'"
; t. I,

p.35i.

Sur l'intégrale

/ H-I-- 11—
/ t '(i-O 'dt

t. 1,

p. /,2 1.

Démonslialîon nonvelled'uneforrauIedelSÏ.AA'il-

liam Thomson; t. I, p. !\f\3.

.— . i. 11,

— Sur l'intégrale dé finie
I

J.
I

Tp+iq

— Sur l'in

P- 47-

— Théorème concernant les sommes de diviseurs

des nombres; t. Il, p. j6.

— Sur l'expression if{ii), qui marque combien la

suite I, 2, 3, . . .
, « contient de nombres pre-

miers à «; t. II, p. 1 10.

— Sur quelques fonctions numériques (premier

article); t. II, p. i |i.

— Sur un théorème de M. Diiichlet; t. II, p. [S4.

— Sur quelques fonctions numériques (deuxième

article); t. 11, p. 2'(').

— Sur le produit ;H(;n-l-i}(m-(-2). .
.{"i-<-«— 0;

t. 11, p.

xr-'{\— x)i-'<l.c

t. II, p. 279.

— Sur la fonction E(jr) qui marque le nombre

entier contenu dans x-^ t. II, p. 280.

— Sur la décomposition d'un nombre en un pro-

duit de deux sommes de carrés; t. II, p. 35i.

— Sur quelques fonctions numériques (troisième

article); t. II, p. 377.

— Généralisation d'un théorème de l'arithmétique

indienne; t. Il, p. ogô.

— Sur une relation entre deux fonctions numé-
riques ; t. II, p. '|o8.

— Démonstration du théorème énoncé dans l'ar-

ticle précédent; t. II, p. 409-

— Sur un point de la théorie des équations bi-

nômes; t. II, p. /|i3.

— Note à l'occasion d'un Mémoire de Bounîakovvsky;

t. II, p. /|2i-

— Sur quelques fonctions numériques (quatrième

article) ; t. II, p. 42Ô.

— Sur quelques séries et produits infinis; t. Il, p. 433.

— Développements sur un chapitre de la Mécanique

de Poisson ; t. III, p. i.

— Généralisation d'une formule concernant les

sommes des puissances des diviseurs d'un

nombre; t. III, p. C3.

— Sur un problème de mécanique; t. III, p. 69.

— Démonstration d'un théorème sur les nombres
premiers de la forme S//-i-3 ; t. III, p. &\.

LIOUVILLE (J.). — Sur quelques formules générales

qui peuvent être utiles dans la théorie des

nombres (premier article); t. III, p. i43.

— Sur quelques foi'mules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (deuxième
article) ; t. III, p. 193.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (troi-

sième article); t. III, p. 201.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (qua-

trième article); t. III, p. 241.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (cin-

quième article); t. III, p. 273.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (sixième

article); t. III, p. 32J.

— JNote sur une question de théorie des nombres;

t. III, p. 357.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres(septiéme

article); t. IV, p. i.

— Sur la forme x'-h.v'-t- ô(z'-\- t']; t. IV, p. 47-

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (hui-

tième article); t. IV, p. 73.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres ( neu-

vième article); t. \\\ p. iii.

— Sur une intégrale définie multiple; t. IV,

p. i55.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (dixième

article); t. IV, p. 195.

— Théorème arithmétique; t. IV, p. 271.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (on-

zième article); t. IV, p. 2S1.

— Théorème concernant les nombres premiers de

la forme 24/i -t- 7 ; t. IV, p. 399.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (dou-

zième article); t. V, p. i,

— Théorème concernant le double d'un nombre
premier contenu dans l'une ou l'autre des deux

formes linéaires i6A-t-7, iGA-î-ii; t. V,

p. io3.

— Sur le double d'un nombre premier 4/^-^'j

t. V, p. 119.

— Note à l'occasion d'un théorème de M. Kro-

necker; t. V, p. 127.

— Théorème concernant les nombres premiers de

la forme 24/' -t- 1 1 ; t. V, p. 139.

— Théorème concernant la fonction numéi'ique

relative au nombre des représentations d'un

entier sous la forme d'une somme de trois

carrés; t. V, p. i4i-
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LIOIVILI.E (}.]. — Nombre des repiéscntations du
doubli' d'un entier impair suiis la forme d'une

somme de douze carrés; t. V, p. i43.

— Sur la forme ,r' -)-_r' -t- 3 (z'+ J'); t. V, p. i '17.

— Addition à la Noie au sujet d'un théorème de
M. Kronecker insérée t. V, p. 127; t. V,

p. 267.

— Sur la forme x' -t- j
' -^- 2{z' + t'\; t.V, p. riOg.

— Egalités entre des sommes qui dépendent de l:i

fonction numérique E(,r); t. V, p. 287.

— Théorème concernant les nombres premiers do
lo forme 8 /x 4- 5; t. V, p. 3oo.

— Sur les nombres premiers de la forme iG/(-)-7;

t. V, p. 3oi.

— Sur le produit de deux nombres premiers, l'un

de la forme 8 A + 3 et l'autre de la forme
S A -1-5; t. V, p. 3o3.

— Sur la forme jc' +j-'-h ^f{z' -h t'); t.V, p. 3oJ.
— Nouveau théorème concernant les nombres pre-

miers de la forme 2.'| X -H 1 1 ; t. V, p. Jog.
— Théorème concernant les nombres premiers de

la forme -i.'f A -hig; t. V, p. Su.
— Théorème concernant les nombres premiers de

l'une ou de l'autre des deux formes /|0,u-(-ii,

/|0,ii-t-i9; t. V, p. 387.

— Théorème concernant les nombres premiers de
la forme /1O//-I-7; t. V, p. SSg.

— Théorème concernant les nombres premiers de
la forme /jo,u-<-23; t. V, p. 3gi.

— Addition à la Note sur certaines égalités entre
des sommes qui dépendent de la fonction nu-
mérique E(.r), insérée t. V, p. 287; t. V,

p. 455.

— Théorème concernant le triple d'un nominc
premier de la forme 8^-f-3; t. V, p. 47,).

— Théorèmes concernant le quadruple d'un nom-
bre premier contenu dans l'une ou dans l'autre

des deux formes 8/i -)- 3, S^ii -|- 5; t. VI, p. 1.

— Théorème concernant les nombres premiers de
la forme iGX^-i- i3; t. VI, p. 7.

— Théorèmes concernant le double d'un nombre
premier de la forme 16A-1-7; t. VI, p. 28.

— Théorème concernant les nombres premiers de
la forme 8,u. -f-i ; t. VI, p. 3i.

— Nouveau théorème concernant les nombres pre-

miers de la forme S/i-hi ; t. VI, p. 55.

— Théorèmes concernant le quadruple d'un nom-
bre premier de la forme 12^-t- j; t. VI, p. g3.

— Théorèmes concernant respectivement les nom-
bres premiers de la forme 16^ -H 3 et les nom-
bres premiers de la forme iG^-+-ii; t. VI,

P- 97-

— Théorème concernant les nombres premiers de

la forme 24^4- i3; t. VI, p. loi.

— Théorème concernant les nombres premiers de

la forme •ifi/r-h 1 ; t. VI, p. io3.

— Théorème concernant les nombres premiers de

la forme 4o,«-1-3; t. VI, p. io5.

MM.

I.Kll'VILLE (J.). — Théorème concernant les nom-
bres premiers de la forme 4o,"-(-'7; t. VI,

p. 107.

— Théorèmes concernant le quintuple d'un nom-
bre premier de l'une ou de l'autre des deux
formes 4o//-t-7, /|0//. -h 23; t. VI, p. log.

— Sur la forme .l'-j- 3,)' + 4 =^^+ i^'*; t- \'I.

p. i35.

— Théorèmes concernant le quintuple d'un nombre
premier de la forme 24 A- -h i'- ; t. VI, p. 147.

— Théorème concernant les nombres premiers de

l'une ou de l'autre des deux formes 120/! -I- (ii,

120X -f- log; t. VI, p. lôo.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
bres premiers égaux ou illégaux de la forme
S.«. -)-3; t. VI, p. i85.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
br-es premiers, l'un de la forme Su. -h i, l'autre

de la forme 8v-(-3; t. VI, p. 187.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
bres premiers égaux ou inégaux de la fornir

it,fji-t-5; t. VI, p. 1S9.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
bres premiers égaux ou inèi^aux de la forme

24/jt -I- 7 ; t. VI, p. igr.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
bres premiers, l'un de la forme f\Ofj.-i-'i^

l'autre de la forme 4o»-t- 7 ; t. VI, p. !g3.

— Théorème concernant le proiluit de deux nom-
bres premiers, l'un de la forme 40j«-(-7,

l'autre de la forme 4o ^-(-27 ; t. VI, p. igj.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
bres premiers, l'un de la forme f^Q/Ji-^3t

l'autre de la forme 4o«-l- 23; t. VI, p. ig7.

— Théorème concernant le produit de deux nom-
bres premiers, l'un de la forme 4o/*+-3,
l'autre de la foime 40V-I-27; t. VI, p. igg.

— Théorème concernant le produit de deux nom-

bres premiers égaux ou inégaux de la forme

12OJIH- 3i ; t. VI, p. 201.

— Théorème concernant le produit de deux nom-

bres premiers égaux ou inégaux de la forme

120^-i- 7g; t. VI, p. 2o3.

— Théorème concernant le produit de deux nom-

bres premiers, l'un de la forme i20/ji-f-3i,

l'autre de la forme i20-j -h -}g; t. VI, p. 2o5.

— Théorème concernant le produit d'un nombre

premier 8 /jt -+- 3 par le carré d'un nombre pre-

mier 8 y 4-7 (extrait d'une Lettre adressée à

à M. Besge); t. VI, p. 207.

— Remarques nouvelles concernant les nombres

premiers de la forme 24 // -f- 7 ; t. VI, p. 21g.

— Sur les deux formes quadratiques

.i--hj--

t. VI, p.

2(y- -'');

— Sur un certain genre de décompositions d'un

entier en sommes de carrés; t. VI, p. 233.

5o..
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LIOUVILLE(J.)-— Sur la forme X=-|- Y=-l- Z'+8T';

t. VI, p. 32/4.

— Nouveaux théorèmes concernant les fonctions

^i", Z'. 7) et d'autres fonctions qui s'y ratta-

chent ; t. VI, p. 369.

— Sur la forme x' -I- 2;»-' -I- 4z*-t-8t'; t. VI, p. 409.

— Sur les deux formes X' -I- Y' -f- Z* -+- 4 T=

,

x=-i-4v=-i-4Z'-h4T'; t. VI, p. 440.

— Sur la forme X'-(-2V--H 3Z=-(- 4T*-; t. VU, p. i.

— Surla forme X' -h S( V'-H Z'-4- T'); t. Vil, p. 5.

— Surla forme X*--+- 4V=-I- 4Z=-+-8 T'; t.VII, p.9.

— Sur la forme X = -1-S V'h-S X^H- 16T' ; t. VII,

p. i3.

— Nouveau théorème concernant les nombres pre-

miers de la forme i6g-i- 1 1 ; t. Vil, p. 17.

— Nouveau théorème concernant les nombres pre-

miers de la forme 8,a-H ! ; t. \'ll, p. 19.

— Théorème concernant le produit de deux nom-

bres premiers inégaux de la lorme 8|U-1-3;

t. VII, p. 21.

— Théorème concernant la quatrième puissance

d'un nombre premier de la forme 8^ -(-3;

t. VII, p. 23.

— Réponse à une Lettre de M. Hermite « Sur la

théorie des fonctions elliptiques et ses appli-

cations à l'arithmétique »; t. VII, p. 41 •

— Note sur le même sujet; t. Vil, p. 44-

— Surla forme .l'-i- 2^*-t- 4^' -I- 4'' ; t- YM, p. 62.

— Surla forme i"--+-a^'-)-8i"--t-8<'; t.VU, p. 63.

— Surla forme j:'- -4-8^'-!- i6z=-t- 16 ;'; t. VII,

p. 69.

— Sur la forme .r'-i- 4j'-<-4z'-(- i6('; t. Vil,

p. 73.

— Surla forme.r'-t-i6(X--h2'-t-l'); t. VII, p. 77.

— Sur la forme j:'-(-^'-l- 2z=-t- 4'"'; t- Yll, p. 99.

— Sur la forme x'-l-^-H- 4»'-'-S''; t. VII, p. io3.

— Sur la forme .c'-i- 4r'-H i6z' -I- i6('; t. Vil,

p. io3.

— Sur la forme x- -i-y- -\- Sz' -hSt- ; t. VII, p. 109.

— Sur la forme j;= -t- 4 v' H- 8 z' -H S f' ; t. Vil,

p. ii3.

— Sur la forme .i" -i-j--)- i6z'-f- iGr-; t. VII,

p. 117.

— Théorème concernant le double du carre d'un

nombre premier 8,u-4-3 ; t. VII, p. i36.

— Sur la forme .r--(- 4^'-!- S^'-f- "'''; t- ^">
p. 143.

— Sur la forme j;'-*-3/--+- i6z'-(- i6f=; t. VII,

p. 145.

— Sur la forme .1' -h 2j-'-h 2 i'-hSt'-;i. VII, p. 148.

— Sur la forme x*-(-2^'-t-4z'-l-i6r=; t. VII,

p. lôo.

— Sur la forme j:'-
-t- 7 jy' -i- S z' -t- 16 1'

; t. VII,

p. i33.

— Sur la forme x'-h^-h iz' -}-$!'; t. VU, p. i55.

— Sur la forme .i''-*-^'-<-4z--f- iGt'; t.VII, p. 157.

— Sur la forme x'-(-2)'-f- 2;'-+- i6t- ; t. VII,

p. lUi.

LIOLVILLE(J.). — Sur la forme j:'-hj'-hz'-+l&c'
;

t. VII, p. i65.

— Surla forme.T'-t-j'-i-8z=-i-i6f=; t.VII, p. 201.

— Sur la forme x' -Hj-'-(- 2z'-t- 16 1=
; t. VII, p. 205.

— Sur la forme x' -1- 87' -4- 8 z'- -H G4 J' ; t. VII,

p. 246.

— Sur la forme x'-|-8_> --t- i6z=-f-64/= ; t. VII,

p. 249.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Hcsge; t. VII,

p. 375.

— Théorème concernant les nombres triangulaires;

t. VII, p. 407.

— Sur la forme x--)- 8j'-f- 64 (z' ->-/=); t. VII,

p. 421.

— Nouveaux théorèmes concernant les nombres

trian[julaircs ; t. VIII, p. 73.

— Théorèmes concernant le quadruple d'un nom-
bre premier de l'une ou de l'autre des deux

formes 2o*-l-3, 20^-1-7; t. VIII, p. 85.

— Nouveau théorème concernant le quadruple d'un

nombre premier do la forme 12^ -1-5; t. VIH,

p. 102.

— Surla forme r'-t- 7 •--(- z'-H 3;'; t. VIII, p. io5.

— Surla forme t' -t-.J
"
-t- 2 z- -1- 2 zf -h 2 f* ; t. VIII,

p. 1 15.

— Sur la forme .r'-4-j»- -l-z'-l- rf H- ''; t. VIII,

p. 120.

— Sur la forme .T'-i-^>-t-2z'-l-6/'-; t.VIII,p. 124.

— Sur la forme .i'-4- 2^'-l- 2z--H 3 f=; t. VIII,

p. 129.

— Surla forme .r"--K2^--(-4z'-l-6i-;t. VIII, p. i34.

— Théorème concernant les nombres premiers con-

tenus dans une quelconque des trois formes

linéaires ifiSA H- 43, 168A-1-67, i68*-l-i63;

t. VIII, p. 137.

— Surlaforme .i"--(-.':) -H.>'-l-z'+ r? -(-«'; t. VIII,

p. 141.

— Sur la forme .1- -1-
)

'• H- z'-t- I2f' ; t. VIII,

p. iCi.

— Sur la forme x'-t- 2^ --H 2z'-i- 12:'; t. VIII,

p. 169.

— Sur la forme x---i-.r'-l- 4=' -+- '^''i t VIII,

p. 173.

— Sur la forme x'-i- 4 r'-l-4^'-f- '2''; t. VIII,

p. 177.

— Sur la forme jx'-t- 4.) '+ 4 ='-^ 4 ''; t- YIII,

— Surlaformex'-t-j'-l-3z--l-4'"-; t. VIII, p. 182.

-Sur la forme x'-f- Sj-'-h 4s'-f- '1 ''; «• VIII,

p. i83.

— Sur la forme 2.r^-t-2.) '-H3z'-+-4f'; t. VIII,

p. 1S9.

— Remarques nouvelles sur la forme

.r'-4-^---l-z'-f-3(';

t. viiK p. 193.

— Sur la forme .r'-t-4.)'-l- 12z'-h l6?= ; t. VIII,

p. 205.
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LIOUVILLE (J.). — Sur la forme

-«'-f-Sjr'-f-Gs'-f-Gf';

t. VIII, |,. 209.

— Sur la l'orme i.v'-t-ij'-h'ii'-hGt' ; t. Vlll,

p. 2l'|.

— Surlaforine.i'H-3(^'-+-z''-)-f')i t. VIII, p. 31 9.

— Sur la forme ï .c' -H 2 .0' H- 2^' -t- 3 (
z'

-t-
f
' ) ;

t. VIII, p. 225.

— Sur la forme .i'-4-.r,-t.y-(-3(î'-<- t'); t. VIII,

p. 227.

— Sur la forme 3.i'+ 3^' +- 3i'-i- .'| f' ; t. Vlll,

p. 229.

— Sur la forme 3.i'+ 3j>' + /|:'-(- 12;=; t. VIII,

p. 239:
— Sur la forme 3 -r' -t- 47' -+- I2c'-+-i2;'; t. VIII,

p. 241.

— Sur la forme ^'-)- 3^'-f- 3j'-4-I2«' ; t. VIII,

p. 243.

— Sur la forme .('-(- 3.r'-t- isj'-l- I2t'; t. VIII,

P- 249-

— Sur la forme .t' -)- i j_r' H- 12;' -t- 12^'; I. VIII,

p. 253.

— Sur la forme 3x'-h l^j'-h t2z'+ !,8t'; t. VIII,

p. 255.

— Remarque nouvelle sur la forme

.v'-t-r'-hi{z'-hl^);

t. Vlll, p. 296.

— Sur la forme j:' -1- xr 4- /' -+- 2 z' -+- 2 zj -(- 2 /'

;

t. VIII, p. 3o8.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Besge; t. VIII,

p. 3ii.

— Théorème d'arithmétique; t. VIII, p. 34i.

— Théorèmes [jénéraux concernant des fonctions

numériques; t. Vlll, p. 347.

— Sur la forme .x' -l-^'-i- z'-+- 5t'; t. IX, p. 1.

— Sur la forme a'-i-^' -t- 2i'-|- 2z£ -+- 3f'-; t. IX,

p. i3.

— Sur la forme .i'-)-5(^'-f-z'4- t'); t. IX, p. 17.

— Sur la forme 2a'*-+- 2.r>'-(- 3_r'-f- 5z'h- 5^';

t. IX, p. 23.

— Extension du théorème de RoUe aux racines ima-

ginaires des équations; t. IX, p. 84.

— Sur la forme .1'-+- y'-t- z'-f- 1'-+- w'-(- 3 i'^; t. IX,

p. 89.

— Sur la forme j:'-4-3(^'-+- z'-i- t'-i- «'-+- 1»')
;

t. IX, p. io5.

— Sur la forme x'-(-^''-i-2*-(- r'H-2 «'4-2«('4-2t'^;

t. IX, p. ii5.

— Sur la forme

2X^-h2.vr-i- 27*-(-3(z'-|- t'+u'-hl>');

t. IX, p. 1 19.

— Sur la forme .r'-h^'-l- 2z'4-2 zt-t- 2 1'+ 3 n'+ 3 !';

t IX, p. 123.

— Nouveau théorème concernant le quadruple d'un

nombre premier de l'une ou de l'autre des deux
formes 20 A -h 3, 20A-1-7; t. IX, p. i35.

LIOUVILLE (J.). — Théorèmes concernant l'octuple

d'un nombre premier de l'une ou de l'antre

des deux formes 20 A 4- 3, 20^-^-7; t. IX,

p. 137.

— Sur la forme x-+_r'-¥- 2vz -h 1 z' -h 3 r'
; t. IX,

p. lOo.

— Sur la forme x--(-r'-l- z'-l-
f '-+-"'+ 2 1--; t. IX,

p. 161.

-Sur la forme x=-<- 2(7=-i-z'-)- f'-i- »'-+- ..');

t. IX, p. 175.

— Sur la forme x'-i-xr -\--i'-i-C)z'-i- Gzr -t- lu':

t. IX, p. iSi.

— Sur la forme 2 J.'-)-2X)-<-2.r'-<-3z'-i-3 zf-t-3(''

;

t. IX, p. i83.

— Sur la forme .r'-H x>- H-^'-l- 3 z'-t- 3z; -H 3 f';

t. IX, p. 223.

— Sur quelques formules générales qrii peuvent

être utiles dans la théorie des nombres {trei-

zième article); t. IX, p. 2/(9.

— Sur la forme -t' +-j'+ z'-t- ('-t- 2 (»'-!- v');

t. IX, p. 2J7.

— Sur la forme .r'-l-.7 --I- 2(z"-(- f'H- k'-h i»'') ;

t. IX, p. 273.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (qua-

torzième article); t. IX, p. 281.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Besge; t. IX,

p. 29C.

— Sur la forme .l'n- 2.v'-<- 3z'-l-6ï'; t. IX, p. 299.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (quin-

zième article); t. IX, p. 32i.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (sei-

zième article); t. IX, p. 389.

— Sur la forme x'-H 2(^-'h- z'+ f' +«')-)- 4 v';

t. IX, p. 421.

— Sur la forme .1'-+- r'-l- 5 j'-t- 5^'; t. X, p. 1.

— Sur la forme 2x'-t-2.T> -l-3j'-l-2z'+2zt-l-3;';

t. X, p. 9.

— Sur la forme x'-H^'-l- gz'-l-g''; t. X, p. 14.

— Sur la forme 2x'-i-2xy-(-5.r'4-2z'-i-2zf-i-3(';

t. X, p. 21.

— Note au sujet delà forme x'-t- r'-(-a(z'-l-/')i

t. X, p. 43.

— Note au sujet de la forme .r'-4-2.>--l-az'-l-2nf';

t. X, p. 49.

— Sur la forme x--i-4.''-t- '1^'+ 'i''-t-4"'-l- 4»'°;

t. X, p. 65.

— Sur la forme .T"-H_r'-l-4z'-l- 4 t'-t- 4«'-*- 4k'";

t. X, p. 71.

— Sur la forme x>-h 27'-(-3z^-t-4''-+-4"'-*- 4''';

t, X, p. 73.

— Sur la forme x'-t-_>'-i-z'-)- 4'^+ 4«'+ 4''';

t. X, p. 77.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (dix-

septième article); t. X, p. i35.
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LIOUVILLE (J.) — Siii' la loi-me

:f^-

t. X, p. i45-

— Sur la forme j:'-(-j'+:'h- ("--+-4""'+ 4"'; ' X,

p. i5i.

— Sur la forme x'-t-
;
'-l-ï"--+- 2ï»+ 3 u=-l- 4i'"-

;

t. X, p. io5.

— Sur la forme iM-.r' -1- ^'^ H-
t

*

-I- "' -I- 4 '''
5

*• ''i

p. 161.

— Sur quelques formules générales qui peuvent

être utiles dans la théorie des nombres (dix-

huitième article); t. X, p. 169.

— Sur la forme .r'-(-4.)'-t- 4 z'-+-4 ('-(-4"'-l-'6'''

J

t. X, p. 3o3.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. liesge; t. X,

p. 234.

— Théorème concernant les nombres premiers

contenus dans la formule A'+2oB% en y

prenant B impair; t. X, p. 281.

Théorème concernant les nombres premiers

contenus dans la formule A'+36B-, en y

prenant B impair; t. X, p. 285.

Théorème concernant les nombres premiers

contenus dans la formule k'-h^h', en y

prenant B impair; t. X, p. 289.

— Théorème concernant les nombres premiers

contenus dans la formule A--t-j6B-, en y

prenant B impair; t. X, p. 293.

— Théorème concernant les nombres premiers

contenus dans la formule A'-t-iiôB", en y

prenant B impair; t. X, p. 296.

— Sur les deux formes .r'-i-^'-l- Gz'-i- 6«>,

2.x->-t-2J=-+-3j'-l-3«'; t. X, p. 359.

— Nombre des représentations d'un entier quel-

conque sous la forme d'une somme de dix

carrés; t. XI, p. 1.

— Sur les deux formes .i'-i-a.r^-t-2„ri-H2s--t-i5t',

^a:--i-2Xj+Zj-' -i-iz'-hSt'; t. XI, p. Sg.

Théorèmes concernant les nombres premiers

contenus dans la formule 4A'-+-JB', en y

prenant A impair; t. X, p. /{i.

— Sur les deux formes

3a' -h 5^' -l-ioz'-l- lozt -h lOt-,

2jr'-l-axj-H 3j'-t- ijz' + i5f';

t. XI, p. io3.

LlOl'VILLE (J.;. — Sur les deux formes

a'-H ij'-i- 2JZ -h 2 z'-h 6 £', J '-t- 2,r'-t- 3 z'-t- 3 f - ;

t. XI, p. i3i.

— Sur les formes quadratiques proprement primi-

tives, dont le déterminant changé de signe

est >o et =3(mod. 8); t. XI, p. 191.

— Sur la forme x'-h3.) '-l-aî'+3ai'; t. XI, p.2i I.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Besge; t. XI,

p. 221.

— Sur les deux formes 2.i'-hij'-i-/{z'+!izl-t- 4'",

.r--)-Q^'-l-6z'-+-6t'; t. XI, p. 280.

— Sur la forme à cinq indéterminées

J-, .T, -I- .r, .r, -t- Xj .r, -(- .l\ x,
;

t. Xll,p. 47.

— Sur la fonction numérique qui exprime pour

un déterminant négatif donné le nombre des

classes de formes quadratiques dont un au

moins des coefficients extrêmes est impair;

t. XII, p. 9S.

— Extrait d'une Lettre adressée i» M. Besge; t. XIII,

p. 1.

— Extraitd'une Lettre adressée à M. Besge; t. XIV,

p. I.

— Théorème concernant les nombres entiers

iE=j (niod. 12); t. XIV, p. 7.

— Nouveau théorème concernant la fonction nu-

mérique F{lc); t. XIV, p. 260.

— Remarque au sujet de la fonction ?,(«) qui

exprime la somme des diviseurs de n; t. XIV,

p. 2O3.

— Extrait d'une Lettre adressée il M. Besge; t. XIV,

p. 298.

— Théorème concernant la fonction numérique

p,{n); t. XIV, p. 3o2.

— Sur la forme ternaire .t- -i- 2 7
*
-f- 3 r" ; t. XIV,

p. 359.

— Extrait d'une Lettre adressée a M. Besge; t. XV,

p. 7.

— Extrait d'une Lettre adressée il M. V.-A. Le

Besgne; t. XV, p. i33.

LUCAS (F.).— Étude sur les transformations homo-

graphiques planes; t. VI, p. 137.

— Nouvelle théorie des diamètres; t. VIII, p. i45.

— Étude sur la mécanique des atomes; t. XV,

p. 137.

M
MALMSTEN. — Mémoire sur l'intégration des équa-

tions différentielles (traduit librement du sué-

dois par l'auteur); t. VII, p. 267.

MANISHEIM. — Recherches géométriques relatives

au lieu des positions successives des centres

de courbure d'une courbe qui roule sur une

droite; t. IV, p. gS.

MANNHEIM. — Sur les arcs des courbes planes ou

sphériques considérées comme enveloppes de

cercles; t. Vil, p. 121.

— Transformation par polaires réciproques des

propriétés relatives aux rayons de courbure;

t. XI, p. 193.

— Sur le déplacement d'un corps solide; nouvelle
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méthode pour déterminer les normales aux

ligues ou surfaces décrites pendant ce dépla-

cement; t. XI, p. J73.

>IARIE (Maximilien). — Nouvelle théorie des l'onc-

tions de variables iraagiuaires; t. III, p. 36 1.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. IV, p. 121.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. 1\', p. 3o5.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. IV, p. 369.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. V, p. .'(3.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); l. V, p. 3ç)3.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. V, p. f^3J.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. VI, p. 5;.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. VI, p. i53.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite); t. \^1, p. 377.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (suite) ; t. Vil, p. 81.

— Nouvelle théorie des fonctions de variables ima-

ginaires (fin); l. VII, p. 4-'T'

MARRE (A.). — Le Talkhys d'Ibn Albaimâ, traduil
;

t. X, p. 1 17.

MATHET. — Sur les fonctions elliptiques; t. VI,

p. 329.

— Solution d'un problème de géométrie; t. Vlll,

p. 3i3.

— Etude sur un certain mode de génération des

surfaces d'étendue minimum; t. Vlll, p. 333.

MATHIEI'. — Discours prononce aux funérailles

de M. Poinsot; t. IV, p. (jg.

MM.

MATHIEU (Emile). — Mémoire sur le nombre des

valeurs que peut acquérir une fonction quand
on y permute ses variables de toutes les ma-
nières possibles; t. A', p. g.

— !\Iémoirc sur l'étude des fonctions de plusietirs

quantités, sur la manière de les former et sur

les substitutions qui les laissent invariables;

t. VI, p. 2i'|I.

— Mémoire sur la dispersion de la lumière; t. XI,

P- 'l9-

— Note sur la surface de l'onde; t. XI, p. 298.

— Mémoire sur la théorie des résidus biquadra-

ti<iues; t. XII, p. 377.

— Mémoire sur le mouvement vibratoire d'une

membrane de forme elliptique; t. Xlll, p. 137.

— Mémoire sur le mouvement de la température

dans le corps renfermé entre deux cylindres

circulaires excentriques et dans des cylindres

lemniscatiques; t. XIV, p. 63.

— Sur lemouvcmentvibratoiredes plaques; t. XIV,

p. 2.'|i.

— Mémoire svii' l'équation aux diflerences par-

tielles du quatrième ordre AAn = o et sur

l'éiiuilibretl'élas licite d'un corps solide; t. \1 V,

p. 37S.

— Sur la pênëralisalion dit premier et du secund

potentiel ; t. XV, p, 1
1-.

MINDING, — Extrait d'une Lettre adressée à

M. Liouville; t. IV, p, 273.

MOLINS. — De la surl'ace développable passant

par une courbe donnée quelconque, et qui, par

son développement, transformerait cette courbe

en un arc de cercle de rayon donné; t. I, p. tGj.

— Sur les li[;nes de courbure et les lignes géodé-
siques des surfaces développables dont les gé-

néi'atrices sont parallèles à celles d'une sur-

face réglée quelconque; t. IV, p. S,");.

N
NUOVI LINCEl (Académie des). — Prix propose par ladite Académie; t. X, p. Sâo.

o
OSTROGRADSKI. — Note sur les facteurs égaux de polynômes entiers; t. I, p. 287.

PAINVIN. — Sur un certain système d'équations

linéaires; t. III, p. 4' •

— Théorèmes sur la décomposition en facteurs

linéaires des fonctions homogènes entières;

t. VI, p. 209.

PARIS (.VCADÉMiE DES ScrEXCES DE). — Prix proposés

par ladite Académie, t. X, p. ni.

FEPIN (Le p.). — Sur la décomposition d'un nom-

bre entier en une somme de deux cubes ra-

tionnels; t. XV, p. 317.

PHILLIPS. — Mémoire sur le spiral réglant des

chronomètres et des montres; t. V, p. 3i3.

— Solution de divers problèmes de Mécanique,
dans lesquels les conditions imposées aux ex-

trémités des corps, au lieu d'être invariables,

sont des fonctions données du temps, et ou
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l'on tient compte de l'inertie de toutes les par-

ties du système; t. IX, p. 25.

PLUECKER. — Sur une nouvelle Géométrie de l'es-

pace; t. XI , p. 337.

POIiS'SOT. — Questions dynamiques. Sur la per-

cussion des corps; t. Il, p. iSi.

— Sur la quantité de mouvement qui est trans-

mise à un corps par le ciioc d'un point massif

qui vient le frapper dans une direction donnée;

t. IV, p. 161

.

— Sur la manière de ramener à la dynamique des

corps libres, celle des corps qu'on suppose

gênés par des obstacles lises; t. IV, p. 171.

— QCESTIONS DVSAMIQVES. — Siir la percussion des

corps. — Percussion d'un corps animé par des

forces quelconques; t. IV, p. .'(-21.

— Discours de MM. Bertrand et Mathieu à ses fu-

nérailles; t. IV, p. 4^7 et .'i^g.

POPOFF. — Solution d'un problème sur les ondes

permanentes; t. III, p. i5i.

PROUHET. — Note sur les arcs de cercle dont la

tangente est rationnelle; t. I, p. 31 5.

— Mémoire sur quelques formules générales d'ana-

lyse; t. i, p. 321.

PUISEIX. — Mémoire sur le développement en

séries des coordonnées des planètes et de la

fonction perturbatrice; t. V, p. G.").

— Sur le développement en série de la fonction

perturbatrice; t. V, p. loâ.

— Note sur une formule propre it l'aciliter le dé-

veloppement de la fonction perturbatrice; l. VI,

p. 366.

— Note sur les systèmes de surfaces orthogonales;

t. VIII, p. 335.

— Mémoire sur l'accélération séculaire du mou-

vement de la Lune; t. XV, p. 9.

R

RACHMAMNOVN'. — Note sur la théorie de la roue

hydraulique en dessous à aubes planes; t. 111,

p. Syô.

RADAU. — Sur une propriété des systèmes qui ont

un plan invariable; t XIV, p. 167.

REECH. — Récapitulation très-succincte des re-

cherches algébriques faites sur la théorie des

eCfets mécaniques de la chaleur par différents

auteurs; t. I, p. 58.

RICHAUD (Casimir]. — Énoncés de quelques théorè-

mes sur la possibilitéde l'équation j-'—\''=—

'

en nombres entiers ^Lettre adressée à M. Liou-

ville);t. IX, p. 38',.

-7- Démonstrations de quelques théorèmes concer-

nant la résolution en nombres entiers de

l'équation x'— N^'=— 1; t. X, p. 235.

RICHALD (Casimir). — Démonstrations de quel-

ques théorèmes concernant la résolution er.

nombres entiers de l'équation .r'— N_7''=i — 1 ;

t. XI, p. 145.

RIFFALLT. — Discours prononcé aux funérailles

de M. Kour; t. XI, p. i33.

ROBERTS (AViLLiAMs). — Sur une ligne géodésîque

de l'cUipsoide; t. II, p. 2i3.

ROCHE. — Note sur la formule de Taylor; t. III,

p. 27 1

.

— Sur une généralisation de la formule de Tay-

lor; t. IX, p. 129.

ROUCHÉ. — Mémoire sur les intégrales communes

à plusieurs problèmes de mécanique relatifs

au mouvement d'un point sur une surface;

t. III, p. 33;.

SAINT-GLILHEM. — Mémoire sur la poussée des

terres avec ou sans surcharge; t. IV, p. 57.

SAINT-VENANT. — Mémoire sur la flexion des

prismes, sur les glissements transversaux et

longitudinaux qui l'accompagnent lorsqu'elle

ne s'opère pas uniformément ou en arc de

cercle, et sur la forme courbe aflectée alors par

leurs sections transversales primitivement pla-

nes; t. 1, p. 89.

Mémoire sur la distribution des élasticités au-

tour de chaque point d'un solide ou d'un mi-

lieu de contexture quelconque, particulière-

ment lorsqu'il est amorphe sans être isotrope

(premier article;; t. VlU, p. 257.

— Mémoire sur la distribution des élasticités au-

tour de chaque point d'un solide on d'un mi-

lieu de contexture quelconque, particulière-

ment lorsqu'il est amorphe sans être isotrope

(deuxième article"^; t. VIII, p. 353.

S.AINT-VENANT. — Mémoire sur les divers genres

d'homogénéité des corps solides, et principale-

ment sur l'homogénéité semi-pulairc ou cylin-

drique, et sur les homogénéités polaires ou

sphericonique et sphérique; t. X, p. 297.

— Mémoire sur le choc longitudinal de deux barres

élastiques de grosseurs et de matières sembla-

bles ou différentes, et sur la proportion de leur

force vive qui est perdue pour la translation

ultérieure ; et généralement sur le mouvement

longitudinal d'un système de deux ou plusieurs

prismes élastiques; t. XII, p. 237.

— Formules de l'élasticité des corps amorphes que
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des compressions permanentes et inégales ont
rendus hëtérotropes

; t. XIII, p. q/cj.

SAIÎNT-VENANT [de). - Rapport à l'Académie des

Sciences sur une communication de M. J'uUès,

faite le 21 décembre 1868, sous ce litre : Expé-
riences faites à l'écluse de l'.'iuhois, pour dé-

terminer l'effet utile de l'appareil à l'aide du'

(/uel i\I. de Caligny diminue dans une proportion

considérable la consommation d'eau dans les

canaux de uavli^ation ; t. XIV, p. itii.

— Rapport fait h l'Académie des Sciences sur un

Mémoire de M. Maurice I.evy
,

présenté le

3 juin iSi'y-j, reproduit le îi juin 18G9 et inti-

tulé : Essai sur une théorie rationnelle de l'ét/ui-

libre des terres fraîchement remuées, et sur ses

applications au calcul de la stabilité des murs
de soutènement ; t. XV, p. 237.

— Sur une détermination rationnelle, par approxi-

mation , do la poussée qu'exercent les terres

dépourvues de cohésion, contre un mur ayant

une inclinaison qiudconque; t. XV, p. -j-nt.

— Recherche d'une deuxième approximation dans

le calcul rationnel de la poussée exercée, contre

un mur dont la l'ace postérieure a une inclinai-

son quelconque, par des terres non cohérentes

dont la surlace supérieure s'élève en un talus

plan quelconque à partir du haut de cette Tace

du mur; l. XV, p. 271.

SARRAU. — Sur la propagation et la polarisation

de la lumière dans les cristaux j t. Xll, p. 1.

— Sur la propagation et la polarisation de la lu-

mière dans les cristaux (second Mémoire);

t. XIII, p. 59.

SCHERIING. — Théorèmes relatifs aux formes hi-

naires quadratiques qui représentent les mêmes
nombres; t. IV, p. 253.

SCHLOEMILCH. — Sur quelques intégrales ellip-

tiques; t. Il, p. 43.

MM.

SCHLOEMILCH.

/

Sur rinté(;iale

n + - u—
: '(1— 'dt

t. II, p. ^7.

— Réduction d'une intcgralc muHiple; l. Il, p. loii.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Liouville;

t. III, p. 38/,.

— Sur le changement de la variable indépendante

dans les dérivées d'une fonction ; t. III, p. 38j.

— Sur la quadrature des surfaces du deuxième

ordre douées de centre; t. VIII, p. 89.

— Extrait d'une Lettre adressée à M. Liouville;

t. VIII, p. 99.

SIIROETER. — Extrait d'une Lettre adressée i»

M. Liouville; t. III, p. 2.'>8.

SENARMONT (de). —Sur la réllcxion totale de la lu-

mière extérieurement à la surface des cristaux

biréfringents; t. I, p. 3oj.

SERRET (Paiu). — De quelques propositions réci-

proques relatives h la théorie des courbes et

des surfaces du second degré; t. VI, p. 9.

— De quelques analogies de la géométrie du plaji

il celle de l'espace; t. VII, p. 377.

SPERLIÎNG (de). — Note sur un théorème dcM.Syl-

vester relatif à la transformation du jiiroduit

de déterminants du même ordre; t. V, p. I3i.

STOFFEL. — De l'intégrabilité des fonctions diffé-

rentielles d'un ordre supérieur au premier (en

commun avec M. Jîac/t); t. VII, p, 49*

STURM. — Sur les fonctions elliptiques (Note i-é-

digée par M. Stiirm d'après un Mémoire de

M. Despeyrous); t. I, p. aSi.

SUCKSDORFF. — Détermination du pentaèdre de

volume donné, dont la surface est un mini-

mum; t. Il, p. 91.

TCHEBYCHEF. — Sur l'intégration des différen-

tielles qui contiennent une racine carrée d'un

polynûme du troisième ou du quatrième degré
;

t. Il, p. 1.

— Sur la série de Lagrange ; t. Il, p. 166.

— Sur les fractions continues (traduit par M. I,-J.

/iienajmé); t. III, p. 289.

— Sur l'intégration de la dillerentielle

x-t-A. — ax;
v'x*-+-a.i'-l-^.r'+-/x-(- J

t. IX, p. 220.

— Sur l'intégration des différentielles irration-

nelles; t. IX, p. 7'l2.

— Sur les fractions continues algébriques; t. X,

p. 353.

Tome XV (2' série). — Décembre 1870.

TCHEBVCHEFF. — Des valeurs moyennes (tra-

duction par M. A', de Khanikof); t. XII,

p. 177.

— Des înaxitna et minima des sommes composées

de valeurs d'une fonction entière et de ses dé-

rivées (traduction par M. N. île Khntiihof)-,

t. XIII, p. 9.

TESSAN (de). — Rapport verbal fait il l'Académie

desSciencessurun ouvrage imprimé de M. Cialdi

intitulé : Sul molto ondoso' del tnare et su le

correnù di esso^ ccc; t. XI, p. 266.

TISSERAND. — Exposition, d'après les principes

de Jacobi, de la méthode suivie par M. Delau-

nay dans sa Théorie du Mouvement de la Lune
autour de la Terre; extension de la méthode;

l. XIU, p. 255.

5i
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VILLARCEAU (Yvos). — De l'effet des Attractions

locales sur les longitudes et les azimuts; appli-

cations d'un nouveau Théorème à l'étude de

la figure de la Terre; t. XII, p. 65.

— Étude sur le mouvement des meules horizon-

tales de moulins à blé, et méthodes pour les

équilibrer; t. XV, p. 3ii.

VINCENT (A.-J.-H.). — Considérations sur les

porismes en général et sur ceus d'Euclide en

particulier. Examen et réfutation de l'inter-

prétation donnée par M. Breton (de Champ)

au.\ textes de Pappus et de Proclus relatifs

aux Porismes; t. W, p. 9.

w
WEILER ^A.;. — Notes sur le Problème des trois

corps; t. XIV, p. 3o3.

V\ OEPCKE. — Sur l'équation du «''"'" degré à deux

variables dans laquelle on fait varier un des

coefficients; t. IV, p. Sîg.

— Sur une classe de fonctions qui peuvent s'ex-

primer rationneflement les unes par les au-

tres; t. IV, p. 339.

— Théorèmes sur le cône de révolution ; t. \l,

p. 33i.

AVOEPCKE. — Sur la construction des équations

du quatrième degré par les géomètres arabes;

t. VIII, p. 5;.

— Passages relatifs à des sommations de séries de

cubes, extraits de manusciits arabes inédits et

traduits; t. IX, p. 33;.

— Passages relatifs à des sommations de séries de

cubes extraits de deux manuscrits arabes iné-

dits du British i^Jiiscttm de Londres; t. X .

p. S3.

FIN DU TOME QUINZIÈME (2* SÉRrE).
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